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CAPITULO 1: ESTRUTURA CRISTALINA 




ARRANJOS PERI6D1COS DE ATOMOS 

O estudo da fisiea do estado s6lido comeyou para valer com a descoberta da difrayao de raios 
X por cristais e a publicayao de um a sgrie de calculos simples das propriedades dos cristais e das 
propriedades dos elgtrons nos cristais. Por que foram estudados primeiro os sdlidos cristalinos e 
nao os solidos nao-cristalinos? Porque as propriedades eletronicas dos s6 lidos se manifestain mais 
claramente nos sdlidos cristalinos. As propriedades dos materials semicondutores, por exemplo, 
dopendem da estrutura cristalina, porque os electrons possuem comprimentos de onda da inesma 
ordem que as distancias interatomicas, e por isso seu coinportamento g afetado drasticameute 
pela periodicidade dos atomos do material. Por outro lado, a luz se propaga aproximadamente 
da mesma forma em materials nao-cristalinos, como os vidros, e em todos os materials crista- 
linos transparentes, y& que as ondas luminosas possuem um comprimento de onda maior que a 
distancia interatomica e, portanto, g menos afetada pela estrutura local do material. 

Vamos iniciar este livro com o estudo dos cristais. Um crista! g formado pelo acuinulo de 
Atomos em um ambiente estivel, em geral a partir de uma soluyao. O leitor provavelmente 
}& viu cristais naturais de quartzo, que se formam atravgs de um lento processo geolggico, a 
partir de uma soluyao de silicato em dgua quente sob pressao. Com a adiyao de mais e mais 
unidades identicas, o crista! assume uma forma especjfiea. A Figura 1 mo«tra uma rep resent ayao 
esquematica do process;) do creseimento, como era imaginado pelos eientistas no sgculo XIX. 
As unidades identicas sao atomos on grupos de atomos. O crista) assim formado e um arranjo 
periodico tridimensional dessas unidades, contendo possivelmente um pequeno nuniero de 
imperfeiyoes e iinpurezas. 

A primeira indieayno da periodicidade dos cristais foi a descoberta polos mineralogistas de 
que os indices que definem as orientayoes das faces de um cristal sao uurneros inteiros. Esfa 
conclusao foi confirmada pela descoberta em 1912 da difrayao de raios X pelos cristais, quando 
Lain 1 formulou a teoria da difrayao de raios X por um arranjo periodico e seus colaboradores 
realizaram a primeira observayao experimental da difrayao de raios X por cristais. Os raios X sao 
apropriados para esta tarefa, porque possuem um comprimento de onda da mesma ordem que 
a distancia interatomica. Este tipo de analise tambgm pode ser feito para a difrayao de neutrons 
e para a difrayao de eletrons, mas a difrayao de raios X g mais facil de executar e interpretar. 

Os exi)erimentos de difrayao mostraram de forma conclusive que os cristais sao formados 
por um arranjo periddico de atomos ou grupos de atomos. De posse de um modelo alomieo 
para os cristais, os ffsicos puderam pensar muito mais a frente; foi a aplicayiio da teoria quan- 
tica a este modelo que levou ao nascimento da ffsica do estado sdlido. Estudos correlates, reali- 
zados em solidos nao-cristalinos e fluidos quanticos, deram origem a um campo mais amplo, 
conhecido como ffsica da materia condensada, que g hoje uma das ireas mais populares e mais 
dinamicas da ffsica. 

Vetores de Translayao 

Um cristal ideal consiste ein uma repetiyao infmita de grupos identieos de Atomos (Fig. 2). 
Cada um destes grupos recebe o nome de base. O conjunto de pontos malematicos aos quais 
as bases estao associadas e chamado de rede cristalina. Uma rede cristalina tridimensional 
pode ser definida atravgs de tigs vetores de translayao, a,, a, e a,, tais que o arranjo de atomos 
no cristal parece o mesino quando visto do ponto r e quando visto de um ponto r' transladado 
ern relayao a a de um multiplo inteiro dos vetores de translayao: 

r' = r + U|a, + « £ a 2 + « ;i a 5 . (1) 
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“* ■; "* f > »**m quaisquer. A rede cm.alina 6 delink!, coma o 

7v * P " s r <Wm, ' l “ I*”- (I) F™ todox os valores posslvm de „„ e 
“r, que "7- r ”'" # primi,iva se ** 1»""» 1-X|«r do poiiio de vis, a 

’ ' 2 ° ? “T " IWCt ''' ° s *™F e “‘•'“•m 0 ) Fra »«. racolha adeqaada 

“““ antes mmm A ,„„a rede primitive Wdi.nensio™, araxHadra trfs veLev 

“'". aV °* Wto *“ * I*-""- sav, fretjiientemenle 

UMd » para defer os «». cmdalina, f mmm , yh Wos ajj^, dl) , d „ 

P" - E “°» "“-P™" sfo usados como ebtos crix,. linos quando ponni.em nma'visa- 

aliZri^ao mais simples da simetria do crista). 

A Base e a Estrutura Cristalina 

I, * ^ * “'"'T ‘■ 7iMalina l XKle Wondflcada depois q„e sao nsralhidos os eixos crista- 

“J. T r° “ ,n CriS,ld 11 f0rmado ass ootaad° nma base a cada ponto da rede 

it u ? Ues de um cris,al s ” id8 " ,ta “ ‘ compositao, arranjo e oriental 

rela^v f A P° si 0 So do centra de Mourn j da base e,n 

rela^ao ao ponto da rede cnstalina assoriado 6 dada por 7 

T J = X j* 1 + *Jj * 2 + Zj* 3- (2) 

Podemos sempre escolher a origem do sistema de coordenadas, de tal forma que a origem seia 
um ponto da rede cristalina e que Os^si.^si. g J 

Celula Primitiva 

tivf (F^t P f ,' Mni ' l ° 1X101 |,rimi,iVDS *••*.- *1 * dranado <le cdluln priori. 

* <F,S - 3b) ' A rfl,lL * P nm,t ™ 8 »™ «I» de cdlula o„ c-dlula uniklria. (O adjetivo - U „W 
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(b) (c) 


Figura 3a Ponlos ill* uma rede l>i,liineusit>na!. Tmlos us pares lie vet ores situ vetores de transla^au tin red,' mas a,"’ 
e II,,*" niio sao vetores de transla^Ttu primitivus. purc|ut' niio e pussfvrl obtef «> vetirr traitsbu.ao T indkado na ligura a 
partir (It* uilta conibinavao de multiples iuluirtis tic a t a " Osoulrus pares, a, c a,.a,' c a^' u a," (• a : *,sao vutorus 

tit: (rauslavau primitivus Os paralidogramus 1,2c 3 turn amis igmiis <■ tpialipicr inn tides pule ser tumado tmno uma 
celula priniitiva. O paralelugramu 4 ten, uma area duas vc/es nuiior do que a da celula priinitiva. 

Figura 3b Celula priinitiva de uma rede tridimensional. 

Figura 3c Sujrundo que os pontus da figura sejam atouios do iiicmiio tipo. espeeili,|iie tuna rede, um eonjunto de 
eixos primitivus e uina liase. 

6 superfluo e |X)de ser descartado). Uma celula e tapaz de preenclier todo o espayo atraves da 
repetigao de operates de tnmslavao apropriadas. A celula priinitiva e a celula de menor volume 
possi'vel. Existetn rnuitas formas de escolher os eixos primilivos e a celula primitiva para uma 
dada rede cristalina. O tiumero de atomos em uma celula priinitiva e em uma base primitiva 6 
sempre o inesmo para uma dada estrutura cristalina. 

Existe sempre um ponto da rede cristalina por celula priinitiva. Se a celula primitiva £ um 
paralelepfpedo com pontos da rede cristalina nos oito vertices, cada ponto da rede e comparti- 
lhado por oito c£lulas e, portanto, o numero total de pontos da rede por celula £ um: 8X; = 1. 
De acordo com a analise vetorial, o volume de um paralelepfpedo de eixos a,, a 2 , a 3 6 

V, = | a , • a 2 X a a | . # (3) 

A base associada a uma celula primitiva e cliamada de base priinitiva. Nenhuma base possui 
menus atomos que uma base priinitiva. Outra forma de escolber uma celula primitiva esta indi- 
cada na Fig. 4. Este tipo de celula e ebamado de celula de Wigner-Seitz. 

TIPOS FUNDAMENTAL DE REDES 

As redes cristalinas podem ser mapeadas em si proprias por transla^oes T e por varias outras 
opera^oes de simetria. Uma operayao de simetria tfpica e a de rotayao em tomo de um eixo 
que passa por um ponto da rede. Existem redes lais que eixos de rota^ao de primeira, segunda. 
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Figura 4 Uma citlula primitiva tumbi'm |k> ( |«- st:r ili-ti-rmimula 
usando o srgliiiilc inrtnrin (1 ) ljgn«. torios os ponlos da re-do 
aos ponlos vizi alios por w-gmentos lit- rela; (2) trace- rctas (on 
pianos, no caso tridimensional) passamlo polo ponlo medio dos 
scgnicntos do rota obtains no itoin ( I ) o perpendicular® a esses 
segmentos. A suporficio (on volume, no caso tridimensional) 
definida desta forma e a irliila primitiva de Wigner-Soitz. 



terceira, quart* e sexta ordem mapeiam a rede can si propria, o quo corresponde a rotayoes 
de; 2ir, 2 -tt/ 2, 2-ir/3, 2ir/4, 2-ji/fi e imiltiplos inteiro.s destas rotayoes. Estes eixos de rotayao sao 
represenlados pelos sfmbolos ] , 2, 3 , 4 e 6. 

Nao existe nenhuma rede que seja mapeada ein si prbpria por outras rotayoes, eomo 2tr/5 e 
2 it/ 7 radianos. Uma molecula isolada pode ter qualquer gran de simetria rotational, mas o niesmo 
nao acontece coin as redes peribdicas. Podemos tonstruir um cristal a partir de moleculas que 
possuam individualmente um eixo de rotayao de quinta ordem, mas a rede cristalina nao tera 
um eixo de rotayao de quinta ordem. A Fig. 5 mostra o que acontece quando tentamos cons- 
truir uma rede periodica com simetria rotational de quinta ordem; os pentagonos nao ocupam 
todo o espayo, o que mostra <jue nao b possfvc! combinar a simetria rotational de quinta ordem 
com a periodic id ide em relayiio a translayoes. 

C;rtt|>o de ponto de uma rede cristalina e o conjunlo de todas as operaybes de simetria que. 
ao serem aplicadas a um ponto da rede, mapeiain a rede ein si propria. As rotayoes possfveis 
jj't foram irulicadas. Podemos tamlx-m ter reflexoes especulares in em pianos passamlo por 
pontos da rede. A ope ray ao de iitvcrsao e uma combinayao de uma rotayao de tt radianos e 
uma rdlexao em um piano perpendicular ao eixo de rotayao; o efeito total 6 substituir r pur-r. 
A Fig. 6 mostra os eixos e pianos de simetria de um culm. 

Redes Bidimcnsioncis 

A rede da Fig. 3a foi trayada usando eixos arliitraiios a, e a 2 . Uma rede geral como esta 6 
c hamada de rede obhqua e e invariante apenas em relayao a rotayoes de it e 2 tt em tomo de 
um eixo passanclo por um ponto da rede. Entretanto, cert as redes do tipo obltquo pixlem ser 
invari antes em relayito a rotayoes de 2 tt/3, 2tt/4 ou 2tt/ 6, ou em relayao a um reflexao especular. 



Figura 5 Nao fi possivul const ruir uma reilc pt-riCklica 
<sim simetria rotacional de ordem cinco, porque- nao e 
possfvcl ocupar um piano apenas com pentagonos, sem 
deixar espayos vazios. 
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Figura 6 (a) Um piano de simetria paralelo its faces dc um culm (b) Um piano de siiiictriu paralelu as diagonals das 
faces de um culm, (c) Os ( riis eixos do simetria do quaria ordem dc um cubo. (d) Os quatro eixos tic simetria tie terceira 
ordem de um culm, (c) Os sets eixos dc simetria tie seguuda ordem de mil culm, 


Para tonstruir uma rede que seja invariante em relayao a estas novas operaybes, precisauios 
inipor cert as restriybes aos eixos a, e a 2 . Existem quatro tipos diferentes de restriybes, cada utna 
das quais leva ao que podemos chantar de tipo especial de rede. Assim, existem cinco tipos 
diferentes de redes bidimension ais, a rede obhqua e as quatro redes espt ciais mostradas na 
Fig. 7. Os lipos diferentes de rede sao cliamado.s de redes de Bravais; dizemos que existem 
cinco redes de Bravais em duas dimensoes. 

Redes Tridimensiotiais 

No caso tridimensional, como mostra a Tabela ] , existem 14 tipos diferentes de rede, a rede 
geral, conhecida como triclfnica, e 13 redes espec-iais. Por convenieneia, estas redes foram 
agrupadas em sete sisteinas: triclfnico, monoclinico, ortorroinbico, tetragonal, cubico, trigonal 
e hexagonal. A divisao em sisteinas esta indicada na tabela em temios das relaybes entre os 
eixos eonvencionais (isto 6, nao necessariamente priniitivos) (jue descrevem as celulas. Assim, 
por exemplo, das celulas mostradas na Fig. 8, apenas a cblula da rede cs b utna celula primi- 
tiva. Muitas vezes, e mais faeil observar as simetrias de um grupo de ponto usando uma cblula 
nao-primitiva. 

Existem ties redes no sisterna cubico; a rede cubica simples (cs), a rede cubica de eorpo 
centrado (ccc) e a rede cubica de faces cetitradas (cfc). A Tabela 2 mostra as caracterislicas das 
tres redes cubicas. Uma celula primitiva da rede ccc aparece na Fig. 9 e os vetores de trans- 
layao primitivos estao indicados na Fig. 10. Os vetores de translayao primitives da rede cfc sao 
mostrados na Fig. 11. As celulas priinitivas, por definiyao, contem apenas um ponto da rede, 
mas a celula conveneional da rede ccc con tem dois pontos da rede e a celula da rede cfc contain 
quatro pontos da rede. 

A posiyao. de um ponto em tuna celula e especificada por (2) em tennos das coordenadas 
atomicas x, y e z. Cada coordenada e utna frayao do comprimento do eixo correspondente, a\, fl 2 , 

na direyao do eixo, tomando como origetn um dos vertices da celula. Assim, as coordenadas 
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cs ecc cfc 

Figura 8 As Ires redes ciibieas. As eclulas que uparevem nu figura siio us eiinveneionais. 


Tabela 2 Caracteristicas das redes cubieas 



Simples 

De corpo centrado 

De laces centradas 

Volume da cdltila convencionul 

a 3 

(l A 

■a 9 

Pontos da rede por cllulu 

I 

2 

4 

Volume da ceiula primitiva 

a 3 

y 

y 

Pontos da rede por unidude de volume 

1 In 3 

2Ja : 

4/a 3 

Nuinero de vizinlios mais prdximos 

fi 

H 

12 

Distancia entre vizinlios mais prdximos 

a 

3 K - a/2 = O.ftfifv; 

a/2 M - 0,707 ii 

Numero de segundos vizinlios 

)2 

6 

6 

Distancia entre segundos vizinlios 

2 w a 

a 

a 

Fragao de empaeotamento" 

J.7T 

‘ttV3 

.'wVsi 


=0,524 

=0,HN0 

=0,740 

"Fra^ao de empaeotamento e a maior frayan 

do volume dispu 

im'vel que pode ser pree 

nehida por esf’e.ras rfgidas. 



Figura 9 Rede cubica de corpo centrado, mostrando 
uma c£iula primitiva. A ceiula primitiva que aparece na 
figura Sum romboedro de aresta aV 3/2; o angulo entre 
arestas aojacentes e 109 ,, 28'. 



Figura 10 Vetores de trunsla^ao primitivos da rede cubic* de coqio centrado; 
estes vetores ligam o ponto da rede siluado na origem a pontos situados no 
centro de tres cubos. A ceiula primitiva e ohtida compietamlo o romboedro. 
Eni tennos da aresta a do culio, os vetores de transia<;ao primitivos sao 

a, = + y — i) ; a 2 = £r/(-x + y + i) ; 

a, = i«(x - y + •}.) . 
onde x. y e z sao vetores uniuinos. 
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;ura 11 A cdtila primitiva rombo^drica da redo nibica de laws wntradas. Firura 1» Helacao ent„. ■, „'-l, 1 • i 



vein a pontos Mtuados nos centros das faces de um cube. Em ternms da aresta eonul. Note «ue a =a,*a ^ 

■' ciiIm), os vctores de translayim primitivos sun 1 1 J 

a, = iuii 4 y) ; a ; = l„(y + i) ■ ,,, - 4 i) . 

ie x, y c i saoMitnres uuiliirios. 

INDICES DOS PLANOS CRISTALINOS 

A orientayao de um piano eristalino e determinada por Ires pontos nuo-colineares perten- 
cenles ao piano. Se cada um destes pontos pertence a um eixo eristalino diferente, o piano 
pode ser especificado atrav6s das coordenadas dos pontos em lermos das constantes de 
rede a h « 2 e n,. Para facilitar a analise da estrutura dos cristais, porem, a orientavao de um 
piano 6 geralmente expressa atraves de t res indices, conhecidos como Indices de Miller, 
calculados atraves da aplicayao das seguintes regras (Fig. 13): 

Determine os pontos de intersevao entre o piano e os eixos cristalinos em termos das 
constantes de rede a„ a 2 e a 3 . Os eixos podem ser primitivos ou nao. 

Calcule os recxprocos destes numeros e determine os tres menores numeros inteiros 
que estejam na mesma proporyao. Estes numeros, colocados entre parSnteses ( hkl ), sao 
chamados de Indices de Miller do piano. 

Assim, por exemplo, no caso de um piano que intercepta os eixos cristalinos nos pontos 
, 1 e 2, os reclprocos sao j, 1 e { e os tres menores numeros inteiros que estao na mesma 
proporyao sao 1, 4 e 2. Assim, os Indices de Miller do piano sao (142). No caso de um piano 
paralelo a um dos eixos cristalinos, o valor do Indice correspondente a este eixo 6 0. A Fig. 
14 mostra os Indices de Miller de alguns pianos importantes de um crista] cubico. Quando 
a coordenada do ponto de interseyao e negativa, isto e indicado colocando um sinal nega- 
tivo acuna do Indice correspondente. Os pianos correspondentes as faces de um crista! 
cubico, por exemplo, sao (100), (010), (001), (100). (0l0) e (001). Grupos de pianos com 
a mesma simetna sao indicados colocando entre chaves os Indices de Miller de um dos 
representantes do grupo: o grupo das faces do cubo e representado como (100). Quando 
falamos do piano (200), estamos nos referindo a um piano paralelo ao piano (100), mas que 
intercepta o eixo a, no ponto \a. ’ 1 
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Figura 13 Estr piano intercepta os eixos a,, a.ra, nos 
pontos 3a,. 2a 2 e 2a.,. Os reciprocos dos coeficientes de 
a,, *, e a, nos pontos de interseyao sao 5 , |, A. Os I res 
menores niiineros inteiros que estiio 11 a mesma proporyao 
sao 2, 3 e 3 e, portanto, os indices do piano sao (233). 



( 200 ) ( 100 ) 

Figura 14 Indices lb* pianos importantes de um cristal cubico. O piano (200) e paralelo a (100) e a (1(H)). 




Os Indices [ttvw] de uma direyao cristalina correspondem ao menor conjunto de numeros 
inteiros que estao na mesma proporyao que as projeyoes sobre os eixos cristalinos de um vetor 
na direyao desejada. Assim, a direyao [ 100] corresponde ao eixo a, e a direyao [010] ao eixo -a 2 . 
Nos cristais cubicos, a direyao [hkl] 6 perpendicular a um piano (hkl) com os mesmos Indices, 
mas isto nao se aplica aos outros sistemas cristalinos. 

ESTRUTURAS CRISTALINAS SIMPLES 

Vamos discutir agora algumas estruturas cristalinas simples de grande interesse prdtico: a 
do cloreto de sridio, a do clorelo de cesio, a hexagonal compacta, a do diamante e a do sulfeto 
de zinco cubico. 

Eatrutura do Cloreto de Sodio 

As Figs. 15 e 16 mostram a estrutura do cloreto de s6dio (NaCl). A rede € cubiea de 
faces centradas; a base e formada por um Ion Na* e um Ion Cl", separados por metade da 
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Figure 15 Podciiios const niir a cslnitura cristalina ilo 
cloreto ilr mm lid dispondti ultcniadamcntr ns ions Ntr r 
( :l tin pontos tic lima n'tlc ciiliica simples, (aula fun possui 
scis vixmlios mais proximo* tin lipo oposto. A retie erisin- 
liua <'• ciiliica tic laces central las c a liasc c Ionian la imr 
ilia foil Cl na mi gem t; inn ion N’a' na posi^ao ( ! t . A 
figura inastra lima < viola ciiliica comcminua! Para lornar o 
dcscnito mais claiti, ns tllaiucl res tins ions Inraiii ret hr/ulns 
• ill icla^atiiis distniicias intcratoiiiicas. 



Figura 16 MikIcIoiIc mil cristal dc clnrctndc soriiu. Os inns dc siidio 
Iciii inn dianietro incnor do tpic os ions dc clnro. (Cnrlcsia tic A. N. 
lltiitlcn i! 1’. Singer.) 


diagonal tit* mn ctibo unitario. Existum t|iiatro liases em cada cuho unitario, coin atomos 
nas posi^ors 

Cl: (K)l) ; ^0; £0| ; 0^. 

Na: UJ; (K) |; 6*0; *00. 



Figure 17 Cristais natnrais de sulfeto dc chumlxi, PbS. tpic 
txissui a mesmu estrutura cristalina tpic o NaCl. (Fotografia tic 
t. Burleson.) 


Figuru 18 Eslmtiira do cloreto tic cesio. A rctlc crist; 
lina c ciiliica simples c a base e (nrnuida por nm inn C 
na tinge i n e inn inn (,'l no pouto , 
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Cada ato»u> possui sds vizinhos mais proximos do lipo oposto. A tabula a sogmr mosira alguns 
compostos que cristalizam com a mesma estrutura que o NaCl. A arcsla do culm, a e dada 
em angstroms; 1 A - 10 ** cm ^ ]() "> m = 0.1 nm. A Fig. 17 mostra u.na fotogral.a dc cnstais 
natnrais de sulfeto de chumlxi <PbS). encontrados em Joplin, Missouri. 


Cristal 

LiH 

MgO 

MnO 

NaCl 


a 

4.08A 

4,20 

4,43 

5,63 


Cristal 

AgBr 

PbS 

KCI 

KBr 


a 

5, 77 A 
5,92 
6,29 
6,59 


Estrutura do Cloreto de Cesio 

A Fie 18 mostra a estrutura do cloreto de cesio (CsCl). A rede e ciiliica simples; a base 6 
formada por um fon Cs‘ e urn (on CT. situados nas coordenadas (0,0,0) e (| j {). Cada atomo 
possui oito vizinhos mais proximos do tipo oposto. A taliela a seguir mostra alguns compostos 
que cristalizam corn a mesma estrutura que o CsCl. 


Cristal 

a 

Cristal 

a 

BeCu 

2,70A 

LiHg 

3.29A 

AlNi 

2,88 

NH<C1 

3,87 

CuZn (latao 0 

2,94 

TlBr 

3,97 

CuPd 

2,9S 

CsCl 

4,11 

AgMg 

3,28 

Til 

4,20 


Estrutura Hexagonal Compacta 

Existe uni numero infinite de modos de distrilnnr esferas identicas em um arranjo regular 
que minimize os espa ? os vazios (Fig. 19). Um destes modus corresponde d estrutura cubica 
de faces centradas; outre, a estrutura hexagonal compacta (Fig. 20). A fra^ac do volume to a 
tx npada pelas esferas e 0,74 em audios os casos. Nenhuma estrutura, regular ou nan, perm.te 
um empacotainento mais denso. 



Figure 19 O tlescnlm mosira uma cannula de esferas. cm centra nos pnnUis A, oepando o mtomo doesp^d^ 
J„L V a scgmula camada do esferas pixie ser colocaila acima da primeim, com os centres das esferas 
B Fxisti-m dL esclhas possfveis para a terceira camada: ns centres das esferas podem f.car acima dos pontos A on 
d.« ™int.« C Se os centres das esferas da terceira camada sao clocados acima dos pontos A. a sequfincia de camadas 
^'da ibrnia ABAiiAB... e a estrutura e hexagonal compacta. So os centres das esferas da terceira camadasao colocados 
acima dos pontos C. a scqiicncia dc camadas e ABCABCABC... e a estrutura 6 cubica de faces centradas. 
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Figuru 20 Estnitura hexagonal compacta. As poshes dos 
atninos nesta estrutura nao correspondent a uma rede erista- 
lina A rede cristalina 6 hexagonal simples e a base e formada 
pordois atomos ignais. As oonstaotes de rede siinu ec com c 
= 2(2/,D 1 ' i a- 1.63.30, 


No arranjo nuns compacto, as esferas de uma mesma camada A estao em contato com 
se,s outras esferas. Esta camada pode servir como piano da base de uma estrutura hexagonal 
compacta (he) ou como piano (111) de uma estrutura cfc. Uma segunda camada, B, pode ser 
acrescentada colocandaas esferas de B em contato com tres esferas da camada A, como nas Figs. 
19 a 21. Uma terceira camada, C. pode ser acrescentada de duas formas. Obtemos a estrutura 
clc se as esferas forem colocadas acima do s espayos vazios da primeira camada que nao foram 
(xmpados pelas esferas da camada B, obtemos a estrutura lie se as esferas da terceira camada 
torem colocadas diretamente acima das esferas da camada A. 

Em audios os casos, cada atomo possui 12 vizinhos mais proximos. Se a energia de ligat-ao 
(ou energia livre) dependesse apenas do numero de ligayoes entre vizinhos mais proximos por 
atomo, nao naveria diferen V a de energia entre as estmturas cfc e he. A tabela a seguir mostra 
a^nscomptistos que cristalizam com uma estrutura prdxima da he (na estnitura he. da = 


Cristal 

da 

Crista! 

da 

He 

1,633 

Zn 

1,861 

Be 

1,581 

Cd 

1,886 

Mg 

1,623 

Co 

1.622 

Ti 

1,586 

Y 

1,570 


Estrutura do Diamante 

A estrutura do diamante <5 a mesma dos semicondutores silicic e germanio e esta relacionada 
a estrutura de vinos eompostos semicondutores binaries. A rede cristalina do diamante e cubica 
f® Centradas ' A base 6 formaJ a por dois atomos de carbono, situados nas coordenadas 
(0,0,0) e como mostra a Fig. 22. Como a rt-lula convencional da rede cfc contem 4 pontos 


Figura 21 Na crflula primibva da estnitura he, a, = a, e os 
dois vetores fazem um angulo de 120". O eixo c (on a,) e 
norma! ao piano de a, e a,. Na estnitura he ideal, c = 2(2/3} ,ls a 
“ 1 ,633 a. Os dois atomos da base estao representados como 
efreulos eheios. Um dos atomos esta na origem e outro nas 
coordenadas 5 r, ou seja, na posiyiio r = ^a, + ja, + la,. 


1 
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Figura 22 Posif&es atfimicas na cllula cubica da estrutura do diamante 
pmjetada em uma das faces do eulxi; as fraycics representain altur.is acima 
da base, em unidades da arcsta do eulxi. Os pontos em 0 e 5 pertencem a 
uma rede cfc, enquanto os pontos em J e ; { pertencem a uma oulra rede 
cfc, deslncudu de inn quarto da diagonal do culx). 



da rede, o eulxi unitario conventional da estnitura do diamante contem 2X4=8 atomos. Nao 
existe nenhuma forma de cscollier uma celula primitiva de tal forma que a base tlo diamante 
contenha apenas tun atomo. 

A Fig. 23 mostra as ligayoes tetraedrieas dos alomos de carbono na estnitura do diamante. 
Cada atomo possui 4 vizinhos mais proximos c 1 2 segundos vizinhos. Esta estnitura nao e niuito 
compacta: a frayao do volume total que seria ocupada [xir esferas rigidas e de apenas 0,34, o 
que corresponde a aproximadainente 46# do fator de empacotamento das estmturas cfc e lie. 
A estrutura do diamante e uma consequenci a do carater direcional das ligayoes ctivalentes entre 
os elementos da coluna IV da tabela periodica. O carbono, o silicio, o germanio e o estanho 
podem cristalizar na estnitura do diamante, com constantes de rede a = 3,567; 5,431; 5,657 e 
6,489 A, respectivamente, onde a £ a aresta da celula cubica convencional. 

Estrutura do Sulfelo de Zinco Citbico 

A estrutura do diamante pode ser considerada como duas estmturas cfc deslocadas uma em 
relayao h outra de urn quarto da diagonal do cubo. A estnitura do sulfeto de zinco eubico (blenda) 
corresponde ao easo em que atomos de Zn sao colocados em uma das redes cfc e atomos de S 
sao colocados na outra, como na Fig. 24 A celula convencional 6 cubica. As coordenadas dos 


Figuru 24 Estrutura c ristalina do sulfeto de zinco eubico. 
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atomos de Zn sao 000; 0 H; 1 0 !; |j 0; as coordenadas dos atomos de S sao i 5 3 2 i 3. 3 2 i 
A rede e efc. Existem quatro liases por celula convencional. Cada atomo possui quatro vizinhos 
mais proximos do tipo oposto, situados nos vertices de um tetraedro regular. 

A estrutura do diamante permite uma operagao de inversao em relagao ao ponto medio da 
reta que liga dois vizinhos mais proximos, mas a estrutura do ZnS cubieo nao possui esta sime- 
tria. A tabela a seguir mostra alguns compostos que eristalizam com a mesma estrutura que o 
ZnS cubieo. 


Cristal 

a 

Cristal 

a 

SiC 

4.35A 

ZnSe 

5.65A 

ZnS 

5,41 

GaAs 

5,65 

AlP 

5,45 

AlAs 

5,66 

CaP 

5,45 

InSb 

6,46 


O fato de as constantes de rede de alguns destes compostos terem valores muito pr6ximos, 
eomo as do AlP e do CaP e as do AlAs e GaAs, toma possivel a construgao de heteroestruturas 
(veja o Capitulo 17). 

OBSERVAgAO DIRETA DA ESTRUTURA AT6MICA 

iinagens diretas da estrutura cristalina pndem ser obtidas por microscopia eletrbniea de 
transnnssao. Talvez as imagens mais belas, porem, sejain as produzidas por microscopia de 
tunelanienlo. Em um inicroscbpio de tunelamento (veja o Capitulo 18), a variagao da corrente 
de tunelamento com a distancia entre uma ponta de prova e um cristal e usada para mapear a 
superfine do cristal. A iniagem da Fig. 25 foi obtida desta forma. O mesmo instrumento pode 
ser usado para niontar uma estrutura cristalina bidiinensional, atomo por atomo, em um su'bs- 
trato adequado. 

ESTRUTURAS CRISTALINAS NAO-IDEAIS 

O cristal ideal dos crist alografos dassicos e fomiado pela repetigao peribdica de unidades 
identicas. Entretanto, nao existe nenhuma prova de que o cristal ideal seja o estado de minima 
energia de atomos identicos, mesmo a temperatura do zero absoluto. Em temperaturas finitas, 
€ provavel que isto nao seja verdade. Segue um exemplo. 



Figura 25 I mage; m da superfine de uma amostra de 
platina a 4 K, obtida com um microscopic de tunelamento. 
A superfine <§ um piano (111) de uma estrutura cfc e a 
distancia entre vizinhos mais proximos 6 2,78 A. (Cortesia 
de D. ivi. Eigier, IbM Kesearch Division.) 
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Empilhatnenlo Aleatorio e Poliiipia 

As estruturas cfc e lie sao feitas dos mesmos pianos atoinicos; a diferenga esta na ordem de 
empilhamento desses pianos, que na estrutura cfc b do tipo ABC ABC... e na estrutura he b do 
tipo ABABAB... Existem estruturas nas quais a ordem de empilhamento dos pianos b aleatbria. 
Os materiais que apresentam este empilhamento aleatbrio podem ser considerados crista- 
linos em duas dimensoes e amorfos na terceira. 

A politipia b caracterizada por uma seqiiencia de empilhamento regular, mas de longo 
periodo. O exemplo mais eonhecido b o sulfeto de zinco, ZnS, para o qua! mais de 150 politipos 
foram observados, com uma periodicidade de ate 360 camadas. Outro exemplo b o carbeto de 
silicio, SiC, que pode apresentar mais de 45 seqiiencias diferentes de empilhamento. O poli- 
tipo de SiC eonhecido eomo 393R possui uma cblula primitiva com a = 3,079 A e c = 989,6 A. 
A maior cblula unitAria do SiC observada ate hoje b composta por 594 camadas. O mecanismo 
que produz esta ordem cristalogrifica de longo alcance nao b uma forga de longo alcance, mas 
estb relacionado ao passo das discordances em espiral que surgem durante o crescimento do 
cristal (veja o Capitulo 21). 

ESTRUTURA CRISTALINA DOS ELEMENTOS 

A Tabela 3 mostra a estrutura cristalina mais comum dos elementos. Os valores correspon- 
dentes de densidade, eoncentragao atbmica e distancia entre vizinhos mais prbximos aparecem na 
Tabela 4. Muitos elementos podem possuir duas ou mais estruturas diferentes, dependendo da 
temperatura e da pressao em que os cristais sao formados. As vezes duas estruturas coexistent na 
mesma temperatura e pressao, embora uma possa ser ligeiramente mais est&vel que a outra. 

RESUMO 

• Uma rede cristalina b um conjunto de pontos relacionados entre si por um operador de 
translagao da forma T = u,a, + w 2 a 2 + w 3 a 3 , onde u,, u z e u 3 sao numeros inteiros e a,, a 2 e a 3 
sao os eixos cristalinos. 

• Para formar um cristal, associamos a cada ponto da rede cristalina uma base composta por s 

btomos situados nas posigoes r, = x^a, + t/ ; a 2 + Zjtk 3 , com j = 1, 2,..., s. Podemos sempre esco- 
lher a origem do sistema de coordenadas de tal forma que a origem seja um ponto da rede 
cristalina e que 0 ^ x } ^ 1, i/ ; , — 1. 

• Os eixos a,, a 2 e a 3 sao primitives se nao existe nenhuma cblula de volume menor que |a- a 2 
X a 3 | que seja capaz de reproduzir a estrutura do cristal. 

Problemas 

1. Angulo entre ligafdes tetraedricas. O angulo entre as ligagoes tetrabdric&s do diamante b o mesmo 
que o angulo entre as diagonais de um cubo (Fig. 10). Use os mbtodos de analise vetorial para deter- 
minar o valor deste angulo. 

2. indices de pianos. Considere os pianos com indices (100) e (001); a rede e cfc e os indices sao rela- 
tives a cblula cubica convencional. Quais sao os indices destes pianos em relagao aos eixos primitivos 
da Fig. 11? 

3. Estrutura hexagonal compacta. Mostre que a razao c/a para a estrutura hexagonal compacts b 
(3) 1/2 ** 1,633. Se a razao c/a b muito maior que este valor, isto indica que o empilhamento dos pianos 
nao b compacto. 
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Difragao de Ondas 


DIFRAGAO DE ONDAS POR CRISTAIS 
A lei de Bragg 

AMPLITUDE DA ONDA ESPALHADA 
Analise de Fourier 
Vetores da rede reciproca 
Condi^oes de difra^o 
Equa^oes de Laue 

ZONAS DE BRILLOUIN 

Rede reciproca da rede cs 
Rede reciproca da rede ccc 
Rede reciproca da rede cfc 


e a Rede Reciproca 


ANALISE DE FOURIER DA BASE 
Fator de estrutura da rede ccc 
Fator de estrutura da rede cfc 
Fator de forma atomico 

RESUMO 

PROBLEMAS 

1. Distancia interplanar 

2. Rede hexagonal 

3. Volume da zona de Brillouin 

4. Largura de um maximo de difragao 

5. Fator de estrutura do diamante 

6. Fator de forma do hidrogenio atomico 

7. Linha diatomica 


Figura 1 Comprimento tic onda cm 
rim^ao da energia para futons. neutron.'! 
c elStrons. 




Figura 2 Ilustra^ao da lei de Bragg 2d ser 
diferenga de fase entre os feixes refletidos 
ver com a superficie da amostra. 


i 8 nA, onde d 6 a dist3ncia entre pianos paraJelos adjacentes e 2?m 6 a 
por dois pianos paralelos adjacentes Os pianos refletores nao tem nada a 


CAPITULO 2: DIFRACAO DE ONDAS E A REDE RECIPROCA 
DIFRAQAO DE ONDAS POR CRISTAIS 

A Lei de Bragg 

A estmtura dos cristais pode ser estudada atravds da difragao de fotons, neutrons e eletrons 
(Fig. 1). A difragao depende da estrutura do material e do comprimento de onda utilizado. 
No caso de comprimentos de onda na faixa do espectro visivel, cotno 5000 A, muito maiores, 
portanto, que a constante de rede do cristal, a superposigao das ondas espalhadas elasticamente 
pelos atomos do material produz urn unico feixe difratado que obedece as lets da difragao 6tica 
classica. Quando o comprimento de onda 6 da mesma ordem ou menor que a constante de 
rede, porem, podem surgir feutes difratados em diferentes diregoes. 

O ffsico australiano W. L. Bragg apresentou uma explicagao simples para este fenomeno. 
Suponha que as ondas incidentes sejam refletidas especularmente por pianos paralelos de dtomos 
do cristal, com cada piano refletindo apenas uma pequena parte da radiagao, como urn espelho 
parcialmente transparente. Na reflexao especular, o angulo de reflexao 6 igual ao angulo de inci- 
dencia. Os feixes difratados sao observados nas diregoes em tjue as reflexoes de pianos paralelos 
de atomos interferem construtivamente, como na Fig. 2. Vamos supor que o espalhamento e 
elastico, caso em que a energia da onda refletida e igua! a energia da onda incidente. 

Considere uma familia de pianos paralelos separados por uma distancia d. A diferenga de 
percurso entre os raios refletidos por pianos vizinhos e 2d sen 0, onde 06 o angulo de incidencia. 
Os raios refletidos pelos diferentes pianos interferem con. lrutivamer.te quando a diferenga de 
percurso 6 igual a uin ntimero inteiro n de comprimentos de onda A, ou seja, quando 

2r/ sen 0 = nX. (jj 

Esta e a lei de Bragg, que e satisfeita apenas para comprimentos de onda A £ 2d. 

Em bora a reflexao de cada piano seja especular, e apenas para eertos valores de 0que as 
reflexoes de todos os pianos paralelos se somam em fase para formar urn feLxe difratado intenso. 
Se cada piano fosse perfeitamente refletor, todo o feixe incidente seria refletido pelo piano mais 
pr6ximo da superficie e radiagoes de qualquer comprimento de onda seriam refletidas. Entre- 
tanto, cada piano reflete apenas 0,1% a 0,001% da radiagao incidente, de modo que 10 3 a 10 s 
pianos podem contribuir para a formagao do feixe difratado. A reflexao por urn unico piano 
atomico sera discutida no Capitulo 17, quando tratarmos da ffsica das superficies. 

A lei de Bragg 6 uma conseqiiencia da periodicidade da rede cristalina. Observe que a lei nao 
se relere a base associada a rede. Vamos ver, porem, que 6 a composigao da base que determina 
a intensidade relativa dos feixes difratados. As reflexoes de Bragg de urn monocrista! aparecem 
na Fig. 3 e as de um p6 na Fig. 4. 

AMPLITUDE DA ONDA ESPALHADA 

A equagao ( 1 ), proposta por Bragg, estabelece apenas a condigao para que haja interferencia 
construtiva entre as ondas espalhadas pelos pontos da rede cristalina. Para determinar a inten- 
sidade relativa dos vdrios feixes difratados, precisamos eonhecer o poder de espalhamento dos 
Stomos que compoem a base, que depende, por sua vez, da distribuigao espacial dos eletrons 
dentro de cada celula. 

Analise de Fourier 

Como vimos, um cristal e invariante em relagao a qualquer translagao da forma T = u,a, + 
u 2 a 2 4- « 3 a 3 , onde u„ u, e u 3 sao numeros inteiros e a„ a 2 e a 3 sao os eixos do cristal. Qualquer 
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Figura 3 O desenhn da esquerda mostra uni monocromador que usa a reflexao de Bragg para obter um feixe mono- 
cromatico de raios X ou neutrons a partir de um feixe policromAtico. O grafico da direita mostra o espectro de difra(,:ao 
de neutrons de um cristal de fluoreto de cakiio. (Fonte: G, Bacon.) 



propriedade fi'sica do cristal, como a densidade de cargas eldtricas ou de momentos magn&icos, 
tambem (t invariante em relagao a T. Em particular, a concent ragao de el^trons, n(r), obedece 
a uina relagao da fortna 

n(r + T) = n(r) (2) 

e, portanto, e uma fungao periodica de r com perfodos |a,|. |a 2 | e |a 3 | nas diregoes dos tres eixos 
do cristal. 

Tal periodicidade cria uma situagao ideal para a anilise de Fourier. As propriedades mais 
iriteressantes dos cristais estao diretamente relacionados its componentes de Fourier da densi- 
dade de eletrons. 

Considere uma fungao periodica unidimensional n(.r) cujo periodo 6 a na diregao x. Podemos 
expandir n(x) em uma s£rie de Fourier de senos e co-senos: 

n(x) = n 0 + 2 cos(2irpx/a) + S p sen(2Trpx/a)] , 

p>0 

onde C p e S p sito constantes reais conhecidas como coeficientes de Fourier e p 6 um inteiro 
positivo. O f’ator 2tt/o nos arguinentos dos senos e co-senos faz com que n(x) tenha periodo a: 
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n(x + a) = »» + X[C f , cos(2 irpxla + 27rp) + S /( sen(27q>x/« + 27ip)] 

(4) 

= n () + ^[C ( , cos(27iytx/n) + S /1 sen(2737Jx/«)] = n(x) . 

Dizemos que 2vp/a e um ponto da rede reciproca do cristal. Em uma dimensao, estes pontos 
estao sobre uma reta. Os pontos da rede reciproca mostram quais sao os termos permitidos 
da serie de Fourier (4) ou (5). Um termo 6 permitido se e compatfvel com a periodicidade do 
cristal, como na Fig. 5. 

E conveniente escrever a serie (4) na forma compacta 

n(x) =2 n t , exp(i2«px/«) , (5) 

i' 

onde o somatorio se estende a todos os valores inteiros dep: positivos, negativos e nulo. Os coefi- 
cientes n ( , agora sao numeros complexos. Para que n(x) seja uma fungao real, 6 preciso que 

n*. p = n r (6) 

pois nesse caso a soma dos termos em p e-p 6 um numero real. 0 asterisco em n^, indica que 
se trata do complexo conjugado de n^. 

Com ip = 2-npxla , a soma dos termos em p e-p em (5) 6 real se (6) for satisfeita. A soma 6 
dada por 

n ( ,( cos <p + i sentp) + n_ H (cos <p - i sentp) ^ 

= (n,, + n_p)cos <p + i(n /t - n _p)sentp , 

que por sua vez, se (6) for satisfeita, 6 igual it fungao real 

2Re{n ( J cos <p - 2Im(n (l l sen tp (S) 

onde Rein,,} e Im{n ( J representam respectivamente a parte real e a parte imaginaria de n fl . 
Assim, a concentragao de eletrons rt(x) 6 um numero real, como era de se esperar. 

A extensao da undlise de Fourier a fungoes perkidicas tridimensionais n(r) e imediata. 
Devemos encontrar um conjunto G de vetores tais que 

«(r)=2 «c exp(iG • r) (9) 

G 

seja invariante para todas as translagoes T que deixem o cristal invariante. Vamos demonstrar 
daqui a pouco que o conjunto de coeficientes de Fourier n c determina a amplitude dos feixes 
difratados. 


Inversao da Serie de Fourier. Vamos agora mostrar que o coeficiente n p da s£rie (5) 4 
dado por 


n ;j = fl 1 J fix n(x) exp(—i2upx/a) . 



Figura 5 Uma fungao perio- 
dica n(x) de periodo a e os 
termos 2vp/a que podem 
aparecer na serie de Fourier 
n(x) = 2n ( , exp(i2npx/a). 
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Substituindo (5) em (10), temos: 

n ,. = « 1 2 £ f/x exp(i27r(/?' - p) x /a] . 

Para p ' * p,o valor da integral e 


a 

i2n(p' - p) 


( c W-p>_ 1) = 0 > 


(ID 


e, portanio, (10) 6 unu identidade. ' ' ' * V - >V q» « «m. KlMkhde 

Como em (10), a inversao de (9) leva a 

” C = Vr ' J Li /V " (r)eXp(_,G ‘ r) • (12) 

onde V r <5 o volume de uma edula do cristal. 


Vetores da Rede Reciproca 


a. -a 2 X a.) ; 


Uj'Ui X H] 


usatfas pelos cristalografos, n,as ^con^n.e* „ os ftsiQ1 

r Je" T” 1 rim “ iV ° ! ^ CriS,1 * !ina - b " b ’ e b ’ *> «*«• P*"*niitivos d. 

cristalinTE' b “ b ! delmi<)ra P° r <»> v perpendicular a dois eixos da rede 

emtahna. Ass.m, b„ h 2 e b ;) possuem a seguinte propnedade: 

b/ ■ a ; = 2 tt5^ , (14) 

onde 6 (> = 1 para i =j e 6 ( , = 0 para i * j. 

Os pontos da rede recfproca sao dados pelo conjunto de vetores 

G = o,b, + o 2 b 2 + t; 3 b ;i , ^ 

onde *, e a, sao numeros inteiros. Todo velor C com esta forma t um vetor da rede reel- 

Os vetores C da sdrie de Foarier (9) sao jestamente os vetores da rede reciproca (15) nois 
nesse ease a representagao em sdrie de Fonder da concentric de el«ro„s ZZ a iZ 
nano,, desejada em relate a qualqaer transla t ao T = „,a ' „ a 7lT Z^ 
isto e verdade, basta observer que. de acordo com (9), ' * “ '' •* moslrjr 9 ue 

n(r + T) = 2 n c exp(iG • r) exp(iG • T) . ( 16 ) 

Acontece que exp(,G • T) = 1, ja q ue 

exp(j'G • T) = expb^o.b, + u 2 b 2 + o 3 b 3 ) • (u,a, + u 2 a 2 + u 3 a,)] 

= exp[i27r(v t u , + v 2 u 2 + v 3 u 3 )} . (17) 

O argument,, da exponential tem a forma de 2m vezes nm mimem intern,, ji que n,n, + 

imeC Sm de“ae T fo? “ * inteir0S • « "«essaria,nen.i urn nd^ro 

acordo com (9), temos a invanancia desejada, n(r + T) = ln c exp(iG-r). 


Difrafao de Ondas e a Rede Reciproca 


A todo crista! podem ser associadas duas redes, uma rede cristalina e uma rede reciproca 
A figura de difrafao de um cristal constitui, como veremos daqui a pouco, um mapa da rede 
reciproca. Uma imagem ao microscopio. por outro lado, se puder ser obtida com resolugao sufi- 
ciente, e um mapa da rede cristalina. As duas redes estao relacionadas pelas Eqs. (13). Quando 
fazemos girar um cristal em um porta-amostras, fazemos girar a rede cristalina (tambdm chamada 
de rede direta) e a rede recfproca. 

Os vetores da rede direta tern dimensoes de eomprimento; os vetores da rede reciproca tern 
dimensoes de 1/comprimento. A rede recfproca 6 uma rede no espago de Fourier associado ao 
cnstal. Esta afirma^ao sera justificada mais adiante. Vetores de onda sao sempre desenhados no 
espafo de Fourier, de modo que qualquer ponto do espa^o de Fourier representa uma onda 
mas os pontos definidos pelo conjunto de vetores G associados a uma estrutura cristalina tern 
um significado especial. 

Condifdes de Difrafao 

Teorema. O conjunto de vetores G da rede recfproca determina todas as reflexoes possfveis 
da radiagao incidente. 

Vemos na Fig. 6 que a diferen^a entre os fatores de fase e exp[i(k - k') • r] P ara feixes espa- 
Ihados por elementos de volume cujo afastamento <5 r. Os vetores de onda dos feixes incidente 
e difratado sao k e k'. Suponhamos que a amplitude da onda espalhada por um elemento de 
volume seja proporcional a concentrate local de eletrons, n(r). A amplitude total da onda 
espalhada da d.re f ao de k’ 6 proporcional il integral para todo o cristal de n(r)r/V vezes o fator 
de fase exp[i(k - k') r], 

Em outras palavras, a amplitude do vetor campo eletrico ou campo magnetico na onda eletro- 
inagnetica espalhada e proporcional a integral a seguir, que define uma grandeza F conhccida 
como amplitude de espalhamento: 

F = / r/V n(r) cxp[/(k - k') • r ]=/ dV n( r) exp(-iAh • r) , (1S) 

onde k - k' = -Ak, ou 

k + Ak = k' (]9) 

onde Ak e a vana?ao do vetor de onda, que recebe o nome de vetor de espalhamento (Fig. 

7). Somamos Ak a k para obter k', o vetor de onda do feixe refratado. 
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Figura 6 A chferenfa de percurso da onda incidente Ic nos pontos O e r e r sen <p e a diferen^a de angulo de fase e 
2nr sen q>)/A, , JU e e igual a k • r. Para a ornla difratada, a diferen V a de fase e -Ic' . r. A diferen 9 a de fase total e 

j ’ , eSpa h , pe,a re & aottv n <> e nt«nio do ponto r tem um fator de fase exp[i(Ic - k’) - r] em relacao 

a onda espalhada por um elemento de volume no entomo da origem O. 
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Figura 7 Definiyao cfci uni vetor <le espalhamento Ak tal que k + 
Ak = k'. Nc> espalhamento elastico, k' = k. Alem disso, as linicas 
on das difratadas por uma rede periddica que tem uma intensidade 
significativa sao aquelas para as quais Ak coincide com um vetor 
C da retie reciproca. 


Introduzimos em (18) as componentes de Fourier (9) de n(r) para obter a amplitude de 
espalhamento 

F = 2 f (IV n c exp[i(G - Ak) • r] . (20) 

c 

Quando o vetor de espalbamento Ak e igual a um dos vetores da rede reciproca, 

Ak = G, (21) 

o argumento da exponencial se anula e F = Vn c . E relativamente facil (Froblema 4) mostrar 
que F se toma extremamente pequeno quando a diferenga entre Ak e um dos vetores da rede 
reciproca e significativa. 

No espalhamento elastico de um f6ton, a energia do foton hcu 6 conser\'ada e, portanto, a 
freqiiencia oJ = ck' do feixe espaihado e igual k freqiiencia do feixe incidente. Assiin, os valores 
de k e k' sao iguais a k 2 = k ' 2 , uma igualdade que vale tarnbem para o espalhamento elastico de 
el£trons e neutrons. De acordo com (21), Ak = G ou k + G = k'. Isto .signifies que a condigao 
de difragao pode ser escrita na forma (k + G) 2 = k 2 ou 

2k • G + G 2 = 0. (22) 

Este 4 o principal resultado da teoria do espalhamento elastico de ondas por tuna rede 
periodica. Se G e um vetor da rede reciproca, -C tarnbem o e, e com esta substitui^ao podemos 
escrever (22) na forma 

2k • G + G 2 . (23) 

Esta expressao 6 usada frequentemente como a condiyao para que haja difragao. 

A Eq. (23) constitui outra forma de expressar a lei de Bragg (1). De acordo com o resultado do 
Problema 1, a distancia d(hkl) entre pianos paralelos do cristal que sao perpendiculares k direyao 
G = /ib, + kb 2 + (b 3 6 d(hkl) = 2t 7/|G|. Assim, a condigao 2k • G = G 2 pode ser escrita como 

2(2w/A)sen 6 = 2Tr/cl(hkl) , 

ou 2d(hkl) sen 9 = A, onde 9 e o angulo entre o feixe incidente e o piano responsavel pela 
refragao. 

Os numeros inteiros h,kel que definem o vetor G nao sao necessariamente iguais ao indices 
do piano responsavel pela refragao, ja que h,kel podem ter um fator n em comum, enquanto 
na definigao dos indices de Miller os fatores comuns sao eliminados (veja o Capitulo 1 ). Assim, 
obtemos a lei de Bragg 

2d send = nA, (24) 

onde de a distancia entre pianos paralelos adjacentes com indices h/n , k/n e l/n. 

Equagoes de Laue 

A Eq. (21) da teoria da difragao, Ak = G, pode ser expressa de outra forma, para dar origem 
as chamadas equagoes de Laue. Estas equagdes sao importantes por causa da sua interpretagao 
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Figura 8 Os pontos do lado direito da figura sao pontos da rede recfpmca do cristal. O vetor k 6 tra«,ado na dire^ao 
do feixe incidente e a origem 6 escolhida para que o vetor k (ermine em um ponto da rede reciproca. Desenha-se uma 
esfera de raio k = 2ir/\ com o centro na origem. Um feixe difratado sera formado se a superficie desta contiver qual- 
quer outro ponto da rede reciproca. A superficie esferiea mostrar la na figura contem um ponto ligado a extremidade 
de k polo vetor C da rede reciprixa. O feixe 6 difratado na direfao k' = k + G. O angulo «eo angulo de Bragg da 
Fig. 2. Esta construyao foi proposta pela primeira via prdo fisico alemao P. P. Ewald. 



geometrica. Tomando os produtos escalares tanto de Ak e G sucessivamente com a„ a 2 e a 3 por 
ambos os membros da equagao e usando (14) e (15), obtemos: 

a, • Ak = 2vvi ; a 2 • Ak = 2irv 2 ; ■ Ak = 2 tjt;3 . (25) 

Estas equagoes tern uma interpretagao geometrica simples. De acordo com a primeira equagao, 
a, Ak = 2irv h o vetor Ak est;t situado na superficie de um cone cujo eixo 4 a diregao de a,. 
De acordo com a segunda e a terceira equagoes, o vetor tarnbem estd situado nas superficies 
de cones cujos eixos sao as diregoes de a 2 e a*. Assim, para satisfazer as tres equagoes, Ak deve 
estar na intersegao de tres cones, uma condigao dificil de satisfazer. 

A Fig. 8 mostra uma bela constnigao, conhecida como esfera de Ewald, que ajuda a visu- 
alizar a condigao de difragao em tres dimensoes. 


ZONAS DE BRILLOUIN 


Foi o fisico francos Leon Brillouin que formulou a condigao de difragao mais usada na fisica 
do estado sdlido, ou seja, na descrigao da teoria das bandas de energia dos eletrons e de outros 
tipos de excitagoes elementares. Uma zona de Brillouin e delinida como uma celula primitiva 
de Wigner-Seitz na rede reciprrx-a. (A construgao na rede direta aparece na Fig. 1.4.) A zona 
de Brillouin permite uma interpretagao geometrica imediata da condigao de difragao 2k • G = 
G 2 da Eq. (23). Dividindo amlxis os membros por 4, obtemos: 

k-(-iG) = (iG) 2 . <26) 

Vamos agora trabalhar no espago reciproco, ou seja, no espago dos k e dos G. Eseolhemos 
um vetor G que ligue a origem a um ponto da rede reciproca. Tragamos um piano perpendicular 
ao vetor G, passando pelo seu ponto medio. Este piano pertence a superficie de uma zona de 
Brillouin (Fig. 9a). Um feixe de radiagao incidente no cristal sera difratado se seu vetor de onda 
k tiver um modulo e uma diregao que satisfagam a Eq. (26). Nesse caso, o feixe serk difratado 
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Figuru 9a Pontos da rede recfproca nas proximidades 
do ponto O, a origem da rede recfproca. O vetor da rede 
reciproca G ( . liga o ponto O ao ponto C; o vetor G„ liga 
o ponto O ao ponto D. Os pianos 1 e 2 sao os pianos 
bissetores tie G, e C„, respectivamente. Qualquer vetor 
7*"®’ “ I*"" 1 • fomo k,. satisfaz a condkao 

*! k - ’ «**> = <«*.■)•. Qualquer vetor hgando a 

origem ao piano 2, conn k ,, satisfaz a condifao de difracao 
^ ■ UC„) = 



F.gura 9b Rede recfproca quadrada; os vetores da rede 
reciproca estao representados por linhas pretas. As linhas 
brancas sao retas perpendiculares aos vetores da rede 
recfproca, passando por sens pontos nxfclios. O quadrado 
cent nil e o menor volume que content a origem e <S limi- 
tatk) inteiramente por linlias brancas. Este quadrado e 
a MSJula pri.nitiva de Wigner-Seitz da rede recfproca e 
corresponde a primeira zona de Brilloijin. 


na diregiio k-G, como inostraa En al - c .< ■ 

-t ,,s ^ * — - w ^ de 

“T de l»>prodra.lOTi ao ponto mUdki <k* vetores da rale reclptoea * 

eonhaiil^nlT' * ,em “ ma in, P° rtS "eia especial „a teoria dos sdlidos e i 

Rede Reciproca da Rede cs 

Os vetores iransMo primitive, de um , re de cibica simples podem ser tornados como 

•t-tyl a 3 = az . (27a) 

a = Os e i r° 'T*? uni, f 05 -*•“»*• ortogonais. O volume da cdlola x 

de ( 13): lr ° reS pn,n,llVOS de transla 93o da rede reciproca podem ser obtidos com o aurilio 

b, - (2rr/fl)i ; b, - (2ir /a)y ; b, = (2n*)i. 

Assim. a rede recfproca tambem t uma rede cubic* simples: a cooslante de rede 1 2«i 


(27b) 
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Figura 10 Construct da primeira zona de Brillouin para 
uma rede oldfqua bidimensional. Primeiro desenhamos os 
vetores que ligam a origem O a pontos pr6ximos da rede 
recfproca. Em seguida, trafamos retas perpendiculares a 
estes vetores passando pelos seus pontos mAios. A menor 
regiao que contt-m a origem e £ limitada por estas retas 6 
a primeira zona de Brillouin. 


Os li mites da primeira zona de Brillouin sao pianos perpendiculares aos vetores da rede reef- 
eru^tfcs ” ± ‘ ±b " e paSSan(1 ° P e,os P°" tos m< ‘ (!ios desses vetores, dados pelas seguintes 

b, = ±(7 rr/a)i : ±i b, = ±(7 r/a)y ; ±1 b, = ±(*/a)i . (28) 

Os -seis pianos define* um cubo de rata 2n!a e volume [2v/af; este cubo 6 a primeira zona 
de oiilloum da rede cuoiea simples. 

Rede Reciproca da Rede ccc 

Os vetores de transla f ao primitivos da rede cubica de eorpo centrado (Fig. 12) sao 

a|=i„(-* + y + z) ; a 2 = | fl (*-y + z ) J a ;} = 1 a(x + y - z) , ( 2 9 ) 

onde fl e a rata do cubo convencional e i, y e z sao vetores unitarios paralelos ks arestas do 
cubo. O volume da celula primitiva 6 


• •• • ' 

Bcdi- nist.iliii i tin. ,u 


V -‘V ' * 



It n UmdlmenSKmal V Ua : ede red P n «- ° Wt ° r de primitivo de rede recfproca 6 b cuio 

modulo 6 2n,„. Os menores vetores da rede recfproca trains a partir da origem sao b e -b. Os pontos mMos dest^ 
vetores, ,,ue estao s.tuados nos pontos k = rtaek = -rria. constituem os limites da primeira zoJTde Brillouin 
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Figura 12 Vetores primitivos da rede cubica de corpo 
cen trade. 


Figura 13 Primeira zona de Brillouin da rede 
cubica de corpo centrado. O sblido 6 um dodeca- 
edro rbmbico. 


V= |a, -a 2 Xa 3 | = 5 <z 3 . (30) 

Os vetores primitivos de translagao da rede recfproca podem ser obtidos com o auxflio de 


b, = ( 2 ir/tf)(y + z) ; b 2 = ( 2 -n-/a)(x + z) ; b 3 = ( 27 r/c)(x + y) . (31) 

Observe que os vetores da Eq. (31) sao vetores primitivos de uma rede efc, Eq. (34), e, portanto, 
a rede cfe 4 a rede recfproca da rede ccc. 

O vetor de translagao geral desta rede recfproca 4 dado por 

G = u,b, + t> 2 b 2 + t) 3 ba = (2‘n/a)[(v i + v a )x + (v, + o 3 )y + (o, + v 2 )z] . (32) 

onde o,, v, e o n sao numeros inteiros. 

Os vetores de translagao de menor m 6 dulo sao os seguintes 12 vetores (todas as escolhas de 
sinal sao independentes): 

(27r/a)(±y±z) : (2ir/a)(+i±z) ; (2i r/a)(±x±y) . ( 33 ) 

Uma cblula primitiva da rede recfproca 4 o paralelepfpedo formado pelos vetores b„ b 2 e 
b 3 da Eq. (31). O volume desta cblula no espago recfproco 4 b, • b 2 X b 3 = 2(27r/a) 3 . A cblula 
cont4m apenas um ponto da rede recfproca, ji que os pontos situados nos oito vertices sao 
compartilhados por oito paralelepfpedos (veja a Fig. 12). 

Outra celula primitiva da rede recfproca 6 a cblula de Wigner-Seitz, que 6 tambem a primeira 
zona de Brillouin, limitada por pianos perpendiculares aos 12 vetores da Eq. (33) passando 
pelos seus pontos medios. Esta celula 4 um sblido regular de 12 faces, o dodecaedro ronabico 
(Fig. 13). 

Rede Rectproca da Rede cfc 

Os vetores de translagao primitivos da rede cubica de faces centradas (Fig. 14) sao 

a i =|a(y + z) ; a 2 = |a(x + z) ; a 3 = |«(x + y). ( 34 ) 

O volume da celula primitiva 4 

V = |a, ' a, X aj = |a 3 . ( 35 ) 



Os vetores primitivos de translagao da rede recfproca podem ser obtidos com 0 auxflio de 
(13): 

b, = (2ir/fl)(— x + y + z) ; b 2 = (2 ir/a)(x - y + z) ; ^ 

bj = (2ir/a)(x + y - z) . 

Observe que os vetores da Eq. (36) sao vetores primitivos de uma rede ccc, Eq. (29) e, portanto, 
a rede ccc 4 a rede recfproca da rede etc. O volume da cblula primitiva da rede recfproca 4 
4(27 r/a) 3 . 

Os vetores de translagao de menor modulo sao os seguintes 8 vetores (todas as escolhas de 
sinal sao independentes): 

(2v/a)( ±x ± y ± z) . (37) 

Os limites da celula de Wigner-Seitz da rede recfproca sao determinados parcialmente pelos 
oito pianos perpendiculares a estes vetores, passando pelos seus pontos mbdios. Entretanto, 
o octaedro assim formado 4 interceptado por pianos bissetores de seis outros vetores da rede 
recfproca: 

(2ir!a)(±2x) ; (27r/fl)(±2y) ; (27 t/a)(±2z) . (38) 

E fdcil demonstrar que estes vetores pertencem Si rede recfproca. O vetor (2‘n/a)(2x), por 
exemplo, 4 a soma de b 2 e b 3 . O resultado da intersegao dos pianos bissetores dos vetores da 
Eq. (38) com o octaedro formado pelos pianos bissetores dos vetores da Eq. (37) 4 um octa- 
edro truncado como os que aparecem na Fig. 15; qualquer um dos dois pode ser tornado como 
sendo a primeira zona de Brillouin. 

ANALISE DE FOURIER DA BASE 

Quando a condigao de difragao Ak = G da Eq. (21) 4 satisfeita, a amplitude de espalhamento 
(18) para um cristal com N cblulas assume a forma 

F c = N f dV n(r) exp(— iG * r) = NS C . (39) 

J rflitla 

A grandeza S G , conhecida como fator de estrutura, e definida como uma integral para uma 
unica celula, com r = 0 em um dos vertices. 
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Figure 15 Zona s de Brillouin da 
rede cubica de faces centradas. 
Os sdlidos s3o octaedros trun- 
cados. 


Muitas vezes <5 conveniente escrever a concentrate* de el6trons n(r) como a superposigao 
das {undoes concentragao de etetrons rij associadas a cada atomo; da celula. Se r } 6 o vetor que 
liga a origem ao centre do atomo;', a fungao n } (r - r,) define a contribuigao desse atomo para 
a concentragao tie efetrons no ponto r. A concentragao total de elStrons no ponto r devido a 
todos os atomos da ee'mla £ dada pelo somatdrio 

»( r) = 2 n/r - rj) (40) 

que se eslcnde aos s atomos da base. Existe inais de uma forma de decompor n(r), ja que nem 
seir.pre 6 possfvel dizer qual e a densidade de carga associada a cada atomo. Esta, pordm, nao 
6 urna dificuldade s£ria. 

Usando a £q. (40), o fator de estrutura definido por (39) pode ser escrito na forma de urn 
somatorio de integrals: 

Sc = 2 f dV rij(r - Tj) exp(-iG • r) 

_ ( 41 ) 

= Z exp(-iG • Tj) / dv rijip) exp(-iG • p), 

onde p = r-r y Podemos definir urn fator de forma atomico atravgs da equagao 

fj = JdV tij{p) exp(— i‘G • p) , (42) 

onde a integral se estende a todo o espago. 

Potlemos combinar (41) e (42) para obter o fator de estrutura da base na forma 

Sc = 2 j& exp(— iG • r (43) 

Este resultado em geral e expresso em termos das componentes de ry 

T J = X J a 1 + l Jj*2 + ~; a 3> (44) 

como em (1.2). Nesse caso, para o feixe difratado definido por o,, v 2 e u 3 , temos: 

G ’ *> - (C|b, + u 2 b 2 + i> 3 b 3 ) • (x,a, + t/^a, + Z; a 3) 

= 2 n(viXj + v^j + 03 Zj), 


( 45 ) 
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e, portanto, a Eq. (43) se toma 

S 0 (viV 2 v 3 ) = X J j exp[ -/27r(o,x,‘ + vgj + %^)]. (46) 

j 

O fator de estrutura S nao precisa ser real porque a intensidade do feixe difratado 6 proporcional 
a S*S, onde S’ 60 complexo conjugado de S, e S*S 6 sempre um numero real. 

Fator de Estrutura da Rede ccc 

Usando a celula cubica convencional, a base da rede ccc possui dtomos identicos em x, = 
j/i = z, = 0 e em x 2 = y 2 = z 2 = 1. Assim, a Eq. (46) se toma 

S(v iv 2 v 3 ) =/( 1 + exp[-i7r(o, + o 2 + o 3 )]}, (47) 

onde/ e o fator de forma de um atomo. O valor de S se anula sempre que o valor da exponen- 
cial 6 -1, o que acontece para valores fmpares de t>, + u 2 + o 3 . Assim, temos: 

S = 0 para t), + v 2 + o 3 = fmpar; 

S — 2f para U] + u 2 + v 3 ~ par. 

Os cristais de sddio tern uma estrutura do tipo ccc. Isto significa que a figura de difragao 
do metal nao apresenta linhas como (100), (300), (111) e (221), mas linhas como (200), (110) 
e (222) sao observadas; aqui os indices (0,, v 2 e ti 3 ) se referem a uma c£iula cubica. Qual 6 a 
interpretagao fisica do fato de que a refiexao dos pianos da farndia (100) nao aparece na figura 
de difragao? Esta refiexao normalmente aparece porque a diferenga de fase entre as reflexoes 
dos pianos que constituein duas faces paralelas da celula cubica e 2-n-e, portanto, estas refle- 
xoes estao em fase. Na rede ccc, porem. existe um piano a meio caminho entre as duas faces 
(o segundo piano da Fig. 16) cuja refiexao esti defasada de rr em relagao ao primeiro piano e, 
portanto, cancela a contribuigao dcste piano. Da mesma forma, a contribuigao do terceiro piano 
e cancelada pela refiexao de um quarto piano e assim por uiante. 

Fator de Estrutura da Rede cfc 

Usando a celula cubica convencional, a base da rede cfc possui Atomos identicos em 
000; 0^; |0|; ||(). Assim, a Eq. (46) se toma 

S(U]0 2 t> 3 ) = f\\ + expl-ivivo + o 3 )] + exp[-i7r(u l + o 3 )] 

+ expt-iw^! + o 2 )]J. 

Quando todos os indices sao pares, S = 4/ o mesmo acontece quando todos os fndices sao 
impares. Quando, por£m, um dos fndices e par e o outros dois sao fmpares ou um dos indices 
6 fmpar e os outros dois sao pares, dois dos expoentes sao multiplos fmpares de -i7re S = 0. 
Assim, na figura de difragao de uma rede cfc n5o sao observadas linhas como (100), (110) e 
(221), mas linhas como (111), (200) e (220) sao observadas. 

A influencia do fator de estrutura pode ser vista nos espectros de difragao de raios X da Fig. 
17: tanto o KCl com o KBr tern uma rede cfc, mas a rede do KCl se comporta como uma rede 
cubica simples, porque os ions K + e Cl" tern a mesma concentragao de eletrons e, portanto, 
espalham a radiagao incidente da mesma forma. 

Fator de Forma Atomico 

Na expressao do fator de estrutura, Eq. (46), aparece uma grandeza / que e uma medida do 
poder de espalhamento do atomo j da celula. O valor d ej depende do numero e distribuigao 
dos eletrons do atomo j e tambem do comprimento de onda e angulo da radiagao incidente. 
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Figura 16 Explicate) da ausfincia da reilexSo (100) no espectro de difra^ao de uma rede cubica de corpo centrado. 
Como a diferenga de fase entre as reflexoes de dots pianos adjacentes 6 w, a amplitude do feixe refletido por dois 
pianos adjacentes 6 1 + e ” = 1-1 = 0. 
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Vanios agora apresentar uma expressao do fator de forma atomico baseada em um mode!o 
classico do atomo. ! 

Para determinar a radiagao espalhada por um atomo, 6 preciso levar em conta os efeitos de 
interferencia no interior do Atomo. O fator de forma atomico 6 dado pela Eq. (42): 

fj = f dV n/r) exp(— iG • r) , (49) 

onde a integral se estende as cargas de todos os eletrons associados ao atomo/ Suponha qtie o 
Angulo entre r e G seja a; nesse caso, G ■ r = Gr cos or. Se a distribuivao de eletrons for esfe- 
ncamente simetrica em relagao a origem, | 

fj = 2irf dr r 2 d ( cos a)nj(r) exp( - iGr cos a) j 

, JCr _ „-iCt j 

= 2irf dr r~iij(r) • - — — , 

depois de integrar d( cos a) entre -lei. Assim, o fator de forma 6 dado por j 

i : 

fj = 4 tt f dr nj(r)r 2 . (50) 

Se a mesma carga eletrica estivesse concentrada em r = 0, apenas Gr = 0 contribuiria para 
o integrando. Neste limite, (sen Gr)/Cr = 1 e 

fj = 4v f dr n/rjr 2 = Z , (51) ^ 

onde Zeo numero de eletrons do atomo. Assim ,/ € a razao entre a amplitude da radiayao espa- 
Ihada pela distribuivao de cargas negati\'as em tomo de um atomo e a amplitude da radiavao 
que seria espalhada se estas cargas estivessem concentradas em um ponto. Na direvao do feixe 
incidente, G = 0 e/ = Z. 

A distribuivao de eldtrons observada nos so lidos por difravao de raios X e praticamente 
igual A distribuivao de eletrons em atomos isolados dos mesmos tipos. Isto nao significa que a 
distribuivao dos eldtrons da ultima camada, ou eletrons de Valencia, nao 6 alterada quando os 
atomos se combinam para formar um solido, mas apenas que a intensidade dos feixes refletidos 
e descrita adequadamente pelos fatores de forma dos atomos isolados e nao e muito sensivel A 
redistribuivao dos eletrons da ultima camada. 


( 

( 
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Figura 17 Comparaijao dos espectros de raios X de JCCl e KBr em 
p6. No KCl, os (ons K* e Cl" possuem o mesmo numero de eletrons, o 
que faz com que as amplitudes de espalhamento J\K*) e/fCl ) sejam 
praticamente iguais. Assim, do ponto de vista da difra?5o de raios X, o 
crista] se comporta como se tivesse uma rede cubica simples de cons- 
tante a/2, o que faz com que apenas as rcflexSes associadas a pianos 
cujos indices sao numeros pares sejam observadas. No KBr, como existe 
uma diferenga significativa entre os fatores de forma do ion K 1 e do ion 
Br , sao observadas as reflexSes usuais de uma rede cfc. (Cortesia de 
R. van Norastrand ) 


RESUMO 

• Varias formas de expressar a lei de Bragg: 

2Wsen 9 = n\ ; Ak = G ; 2k • G = G 2 . 

• Condi voes de Laue: 

a, • Ak = 2771 /, ; a 2 • Ak = 2 ttv 2 ; a 3 ■ Ak = 2tto 3 . 

• Os vetores primitivos da rede reciproca sao 


bi =2 


a. 2 X a 3 
a,* a 2 X a 3 ’ 


b 2 = 277 


a 3 x a i , 
a, - a 2 X a 3 ’ 


b 3 =277 


a l x a z 

a, * a 2 X a 3 


Onde a,, a, e a 3 sao os vetores de translagao primitivos da rede cristalina. 
• Os vetores da rede reciproca sao da forma 


G = o,b, + t> 2 b 2 + u 3 b 3 , 


onde o , , u 2 e v 3 sao numeros inteiros. 

• A amplitude do feixe espalhado na direvao k' = k + Ak = k + Ge proporcional ao fator 
de estrutura: 


S c = exp(-trj • G) = 2/ exp[-i27r(x / t; 1 + tjft + ZjV 3 )] , 

onde o somatorio se estende aos s atomos da base ef 6 o fator de forma atomico (49) do 
atomo/ A expressao do lado direito esta escrita para uma reflexao (v,v 2 v f, para a qual G = 
u,b, + o 2 b 2 + v 3 b 3 . 




Toda fungao invariante em relagao a uma translagao T pode ser expandida em uma s6rie de 
Fourier da forma 

n(r) = 2n c exp(iG *r) . 

• A primeira zona de Brillouin 4. a celula primitiva de Wigner-Seitz da rede reciproca. Sao difra- 
tadas pelo cristal apenas as ondas cujo vetor de onda k, tragado a partir da origem, termina 
na superffcie de uma zona de Brillouin. 


Rede cristnlina 
Cubica simples 
Cubica de corpo centrado 
Cubica de faces centradas 


Primeira zona de Brillouin 
Cube 

Dodecaedro rombico (Fig. 13) 
Octaedro truncado (Fig. 15) 


Problemas 

1. Dutdncia interplanar. Considere um piano hkl de uma rede cristalina. (a) Mostre que o vetor 
G = fib, + fhj + Zb, da rede recfproca 4 perpendicular a este piano, (b) Mostre que a distancia entre 
dois pianos paralelos adjacentes da rede 4, dada por dihkl) = 2ti/]G|. (c) Mostre que para uma rede 
cubica simples d 2 = a 2 /(h 2 + k 2 + P). 

2. Reds hexagonal. Os vetores de translate primitives da rede cristalina hexagonal podem ser 

a, = (3 l/5 «/2)x + (d/2)y ; & 2 = —(3 U2 a/2)x + (a/2)y ; a n = cz . 

(a) Mostre que o volume da celula primitiva c (3 ,a /2 }a*c. 

(h) Mostre que os vetores de truuslagao primitives da rede rcciproca sao 

b, = (2tt/3 , %-)x + (2-rr/a)y ; b 2 = + (2-/a)y ; b- = [2ir/c)i , 

e. portanto, a unica diferenga entre a rede cristalina e a rede rcciproca 4 uma mudanga de eseala e 
uma rotagan de eixes. 

(c) Desercva e desenhe a primeira zona de Brillouin do uma rede hexagonal. 

3. Volume da zona de Brillouin. Mostre que o volume da primeira zona de Brillouin 4 (2rrf/V v . onde 
v c 6 o volume de uma cdlula primitiva do cristal. Sugestao: Lembre-se de que o volume de uma zona 
de Brillouin 4 igual at* volume de um paraleleps'pedo primitivo do espago reciproco e use a identidade 
vetorial (c X a) X (a X b) = (e • a X b)a. 

4. Largura de um maximo de difra^do. S upon ha que em um cristal linear existam centres de espa- 
Ihamento identicos em todos os pontos de uma rede da forma p m = ma, onde m 4 um numero inteiro. 
Por analogia com (20), a amplitude total da radiagao espalhada 4 proporcional a F = Z exp[-ima-Ak], 
O somatdrio para M pontos da rede 4 


por causa da relagao 


1 - exp[-iM(a • Ak] 
1 - exp[-i(a • Ak)] 


m»0 1 x 


(a) A intensidade do feixe espalhado 4 proporcional a |F| 2 . Mostre que 

[pit - F . F - *■*»**<■•**> . 

sen 2 1 (a • Ak) 

(b) Sabemos que um mdximo de difragao esta presente quando a • Ak = 2irh, onde h 4 um numero 
inteiro. Vamos supor que esta igualdade nao seja satisfeita exatamente e definir e na equagao a ■ 
Ak = 2 Tih + ede tal forma que e corresponda it posigao do primeiro zero de sen |Af(a-Ak). Mostre 
que £ = 2 ir/M e, portanto, a largura do maximo de fragao 4 proporcional a M e extremamente pequena 
para valores macroscopicos de M. O mesrno raciocinio se aplica a cristais tridimensionais. 
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Posigao do contador, 20 


Figura 18 Especlro de difragSo de neutrons de um p6 de diamante. (Fonte. G. Bacon.) 


5. Fator de estrutura do diamante. A estrutura cristalina do diamante foi descrita no Capftuio 1. No 
caso de uma cdlula cubica convencional, a base contdm oito dtomos. (a) Determine o fator de estru- 
tura S desta base, (b) Determine os zeros de S e mostre que as reflexoes permitidas da estrutura do 
diamante sao aquelas em que todos os indices sao impares ou todos os indices sao pares e satisfazern 
a relagao u, + c, + u 3 = 4n, onde n 4 um numero inteiro qualquer (Fig. 18). (Observe que em vez de 
h,kel foram usados os sfmbolos v t , v 2 e v 3 para representar os indices, o que constitui uma pratica 
bastante comum.) 

6. Fator de forma do hidrogenio atomico. Para o 4 to mo de hidrogenio no escado fundamental, a 
concentragdo de eldtrons 4 dada por n(r) = ( iroj])- 1 exp(-2r/fl„), onde a u 4 o raio de Bohr. Mostre que 
o fator de forma 4f c — 16/(4 + C 2 a 2 ) 2 . 

1. Linha diatomica. Considere uma linha de dtomos ABAB... AB, na qual o comprimenio da ligagao 
A — B 4 1 a Os fatores de forma sao f A e f B para os dtomos A e B, respectivamente. O feixe incidente 
de raios X 4 perpendicular a linha de dtomos. (a) Mostre que a condigao de iriterferencia 4 nA — a 
cos 0, onde 64 o angulo entre o feixe difratado e a linha de atornos. (b) Mostre qtie a intensidade 
do feixe difratado 4 proporcional a ]/" A - f B \ 2 para n impar e a jf A + /„j 2 para n par. (c) Explique o que 
acnntece se f A =f B . 
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Figura 1 Os tipos principals de ligayao cristalina. Em (a), Atomos neutros com a ultima camada completa sao mantidos 
juntos pela mterayao de van der Waals, associada A formayao de dipolos elAtricos induzidos. Em (b), elAtrons sao trans- 
feridos dos atomos de urn metal alcaiino para os Stomos de urn halogenio e os ions resultantes sao mantidos juntos pela 
■nterayao eletrostatica entre Ions positivos e negativos. Em (c), os elAtrons da Altima camada de urn metal alcaiino se 
tornam livres para formar urn mar de elAtrons no qua! estao dispersos os ions positivos. Em (d), atomos neutros sao 
mantidos juntos pelo compartilhamento dos elAtrons da ultima camada. 



Neste eapitulo vamos discutir as forgas responsAveis pela formagao dos cristais. Na verdade, 
todas estas forgas resultam da interagao das cargas negativas dos el6trons com as cargas posi- 
tivas dos nucleos, jA que as interagoes magn^ticas tem apenas um efeito pequeno sobre a coesao 
dos sdlidos e as interagoes gravitacionais sao tao fracas que podem ser totalmente ignoradas. 
Tenues especializados, como energia de cambio, forgas de van der Waals e ligagoes covalentes, 
sao usados para descrever as diferentes formas como a interagao eletrostatica se manifesta 
na formagao dos cristais. Estas diferengas, em ultima anAlise, sao causadas por diferengas no 
comportamento dos elAtrons da ultima camada dos atomos (Fig. 1). 

A energia de coesao de um cristal 6 definida como a energia que deve ser fomecida ao cristal 
para separar seus componentes em Atomos neutros em repouso separados por uma distancia 
infinita. O termo energia da rede cristalina, usado na discussao dos cristais ionicos, 6 definido 
como a energia que deve ser fomecida ao cristal para separar seus ions componentes em ions 
em repouso separados por uma distancia infinita. 

A Tabela 1 mostra os valores da energia de coesao dos cristais formados por apenas um 
elemento. Observe que existe uma variagao considerAvel desta energia de uma coluna para outra 
da tabela peri6dica. As energias de coesao dos cristais dos gases inertes sao muito pequenas 
em coniparagao com as dos cristais de elementos como o carbono, o silfcio e o germanio. As 
energias de coesao dos cristais dos rnetais alcalinos possuem valores intermediaries. As ener- 
gias de coesao dos rnetais de transigao (que aparecem nas colunas centrais) sao relativamente 
elevadas. As temperaturus de fusao (Tabela 2) e mddulos de elasticidade (Tabela 3) apresentam 
as mesmas tendencies qtte as energias de coesao. 

CRISTAIS DOS GASES INERTES 

Os cristais mais simples sao os dos gases inertes. A distribuigao de eletrons 6 muito parecida 
com a que existe nos atomos isolados. Algumas propriedades desses cristais, extrapoladas para 
0 K e pressao zero, aparecem na Tabela 4. Os cristais sao isolantes, transparentes e possuem 
baixo ponto de fusao; os atomos possuem altas energias de ionizagao (veja a Tabela 5). A ultima 
camada de eletrons dos Atomos dos gases inertes estA completa e a distribuigao de eletrons nos 
Atomos isolados apresenta simetria esferica. Quando formam cristais, estes Atomos tendem a 
ocupar o menor volume possiyel 1 : as estruturas cristalinas (Fig. 2) sao todas cubicas de faces 
centradas, com excegao do He 3 e do He 4 . 

Qual 6 a interagao responsAvel pela formagao dos cristais dos gases inertes? A distribuigao 
de eletrons no cristal nao 6 muito diferente da distribuigao de eletrons nos Atomos isolados, jA 
que nao existe muita energia disponfvel para distorcer as distribuigoes de carga; a energia de 
coesao de um Atomo do cristal 6 apenas 1% ou menos da energia de ionizagao. Entretanto, esta 
distorgao, ainda que pequena, dA origem a uma interagao atrativa, conhecida como interagao 
de van der Waals. 


‘O movimento de ponto zero dos Atomos (energia cinAtica no zero absoluto) A um efeito quantico que desempenha 
um papel importante no He 3 e no He 4 , que nao se solidificam a pressao ambiente mesmo no zero absoluto. A flutu- 
ayao mAdia a 0 K de um Atomo de helio em torno de sua posiyao de equilibrio A da ordem de 30 a 40% da distancia do 
vizinho mais proximo. Quanto maior a massa do Atomo. menos importantes sao os efeitos do movimento de ponto zero. 
Ignorando o movimento de ponto zero, caleulamos um volume molar de 9 em’-mo!' 1 para o helio sAlido, enquanto os 
valores medidos para o He 4 Ifquido e o He 3 Ifquido sao 27,5 e 36,8 cm 1 - mol respectivamente. 
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Tabela 4 Propriedades dos cristais de gases inertes 

( Extrapoladas para OKe pressao zero) 

Potential de Parametros do 


Di.stancia entre ionizagao potential de 



vizinhos mais 

Energia 

de coesao 

Ponto dc 

do atomo 

Lennard-Jones 

, Eq. 10 

proximos (A) 

kj/inol 

eV/atoirio 

fusao (K) 

livre (eV) 

e ( 10~ lfi erg) 

<r(A) 

He 

Li'quido 

a pressao 

zero 


24.58 

14 

2,56 

Ne 

3,13 

1,88 

0,02 

24,56 

21.56 

50 

2,74 

Ar 

3,76 

7,74 

0,080 

83,81 

15,76 

167 

3.40 

Kr 

4,01 

11.2 

0,116 

115,8 

14,00 

225 

3,65 

Xe 

4,35 

16.0 

0,17 

161,4 

12,13 

320 

3,98 


Interagao de van der Waah 

Considere dois atomos de urn gas inerte afastados de uma distancia R inuito maior que os 
raios atomicos. Que interagoes existeni entre os atomos neutros? Se as distributes de carga 
dos atomos fossem imutiveis, nao haveria interagao entre os atomos, ja que em um atomo 
neutro o potencial eletrostatico de uma distribuigao esferica de carga eletronica 6 cancelado 
pe!o potential eletrostatico da carga do nueleo. Se fosse esse o caso, os gases inertes n^o forma- 
riam cristais. Entretanto, os atomos induzem momentos dipolares nos atomos vizinhos e estes 
momentos induzidos dao origem a uma forga atrativa. 

Para usar um modelo simples para este tipo de interagao, considere dois osciladores harmc- 
nicos lineares identicos. 1 e 2, formados por partrculas de carga +e e-c separadas por distancias 



Figura 2 Estrutura cuhica de faces centradas (cfc) dos gases inertes Ne, Ar, Kr e Xe. Os parametros de rede das ctiulas 
cubicas a 4 K sao, respectivamente, 4,46 A, 5,31 A, 5,64 A e 6,13 A. 
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Figura 3 Coordenadas dos dois osciladores. 


*1 e x 2 ^ ve J a a Fig- 3). As partfculas osciiam ao longo do eixo x. Sejam p, e p 2 os momentos dos 
dois osciladores e C a constante de forfa. O hamiltoniano do sistema nao-perturbado 6 

*o“SI>>? + Sa?+^rf+iQ4 • <i) 

Vamos supor que a freqiiencia natural dos osciladores seja a%. Nesse caso, C = mw, ! . 

Chamando de R a distancia entre as partfculas positivas, o hamiltoniano da intera<jao eletros- 
tatica entre os dois osciladores 6 

(CGS) ft, = 4 — — ■ m 

R R + r, - * 2 fl + xj R - x 2 ^ 

Supondo que |x,| << Re [.tj << R t podemos expandir (2) para obter, em primeira ordem, 

_ _2e 2 x,x 2 

‘ R 3 ' (3) 

O hamiltoniano total, constitufdo pela soma de (1) e (3), pode ser diagonalizado atraves da 
transformayao 


** V2 (X> + Xz) ; X "~V2 (X ' l2) ’ 


ou, explicitando x, e x 2 . 

Os indices sea representam os modos de movimento simStrico e anti-sim^trico, respectiva- 
mente. Os momentos p t e p 2 tambem podem ser expressos em termos dos momentos p, e p„ 
associados aos dois modos: 

Vf <P, + P " ) ; ■ (6) 

Depois de aplicadas as transforma^oes (5) e (6), o hamiltoniano total se toma 

^ = + l( c - *-] + + 1 ( c + x “] ■ < 7 > 

De acordo com (7), as frequencias dos osciladores acoplados sao dadas por 

“■[( c± F)/-]““^[ i± i(^)-«tey + -] • <*> 

onde <d 0 = (C/m) 172 e tomamos apenas os tres primeiros termos da expansao em serie da raiz 
quadrada. 

A energia do sistema 6 U = {h{<o s + <y„). Na ausencia de acoplamento, at, = o) a = on, e U = hu^. 
A varia^ao da energia em conseqiiencia do acoplamento 6 dada por 


AU = + A<i>„) = —hti> 0 • 1 J =-A. 
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A inieragao e, portanto, atrativa (ja que o sinal e negativo) e inversamente proporcional A sexta 
potencia da distancia entre os dois osciladores. 

Esta interagao, conhecida como interagao de van der Waals, e responsavel pe!a formagao 
dos cristais dos gases inertes e de muitas substancias organicas. A interagao de van der Waals e 
um efeito quantico, jA que A U -* 0 quando h -* 0. 

Um valor aproximadc da constante A em (9) e dado por ho^a 1 , onde he ^ 6 a energia dalinha de 
absorgao 6tica mais intensa do cristal e a e a polarizabilidade eletronica (veja o Capftulo 15). 


Interagao Repulsiva 

Quando dois Atomos se aproximam um do outro, suas distribuigoes de cargas se superpoem 
(Fig. 4), o que modifica a energia eletrostAtica do sistema. Quando a distancia entre os Atomos 6 
muito pequena, a forga associada a superposigao 6 repulsiva, principal mente por causa do prin- 
cipio de exclusao de Pauli. De acordo com este prinefpio, dois electrons nao podem ocupar 
o mesmo estado quSntico. Quando as distributees de carga de dois Atomos se superpoem, os 
elAtrons do Atomo B tendem a ocupar os estados dos eletrons do Atomo A e vice-versa. 

Como o prinefpio de exclusao de Pauli impede que dois eletrons ocupem o mesmo estado 
quantico, a unica forma de acomodar um numero maior de eletrons na mesma regiao do espago 
€ promover parte dos eletrons para nfveis desocupados de maior energia. Assim, a superposigao 
das nuvens de eletrons dos dois atomos faz aumentar a energia total do sistema, o que repre- 
senta uma contribuigao repulsiva para a interagao. A Fig. 5 mostra um caso extremo, no qual a 
superposigao das duas nuvens de eletrons 6 total. 

Em vez de tentar calcuiar a interayao repulsiva 2 a partir de primeiros prinefpios, nos limi- 
taremos a apresentar alguns resultados empmeos. No caso dos gases inertes, os dados expe- 
rimentais correspondem de perto a um potencial repulsivo da forma B/R 12 , combinado com 
um potencial atrativo de longo alcance como o da Eq. (9). As constantes A c B sao parametros 
determinados a partir de medidas independentes, realizadas na fuse gasosa; entre os dados 
utilizados estiio os coeficientes viriais e a viscosidade. Costuma-se escrever a energia potencial 
total de dois atomos na forma 


U(R) = 4e 



( 10 ) 


onde R6 a distancia entre os atomos, e = A 2 /4B ecr= (B/A) 1/6 . 0 potencial (10) 6 conhecido como 
potencial de Lennard-Jones (veja a Fig. 6). A forga entre os dois atomos € dada por -dU/dR. 
Como os valores de e e tr que aparecem na Tabeia 4 podem ser obtidos a partir de medidas reali- 
zadas na fase gasosa, o cAlculo das propriedades do s6lido nao envolve parametros ajustAveis. 



Figura 4 As ciistrihuiijoes de cargas 
dos eletrons de dois 4tomos se super- 
poem quando os 4tomos se apro- 
ximam. Os cfrculos representam os 
nucieos. 


2 Naturalinente. a energia associada a superposigao depende das distributees de cargas nas vizinhan?as dos dois iftomos. 
O calculo matematico 6 extremamente complexo, mesmo que as distributees de cargas sejam conhecidas. 
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(a) 

Energia total do eletron: 
-78,98 eV 


<b ’ 

1 I Energia total do elytron: 

V J -59,38 eV 

1sT 2*T 
Spin total 1 

Figura 5 Efeito de repulsao causador do principio de exclusao de Pauli. Neste exemplo extremo, dois 4tomos de hidro- 
gfinio se aproximam ate que os protons quase se superponham. A energia da nuvem de eletrons pode ser determinada 
a partir de observances realizadas em um atomo de hC-lio, que possui dois eletrons. Em (a), os spins dos eletrons tfirn 
sentidos opostos e o prinefpio de Pauli 6 irrelevante: a energia de iiga?So dos eletrons 6 -78,98 eV. Em (b). os spins 
t6m o mesmo sentido c o prinefpio de exclusao de Pauli exige que um dos eletrons seja promovido do orbital Is para 
o orbital 2s. Nesse caso, a energia de liga^ao dos eletrons 6 -59,38 eV. A diferenga entre as energias observadas nas 
situaifOes dos itens (a) e (h), 19,60 eV, pode ser considerada como uma repulsiio associada ao prinefpio de excius5o de 
Pauli. A repulsao elctrostiitic-a dos prritons pode ser omitida, porque 6 a mesma nas duas situai,-des. 



Outras expressoes empfricas para a interagao repulsiva fambAm sao muito usadas, entre elas a 
forma exponential A exp y—lVp), onde pe uma inedida do alcance da interagao. Esta forma e geral- 
inente tao facil de manipular analiticamento quanto a expressao da lei da potencia inversa. 


Valor da Cotistante de Rede 


Se desprezarmos a energia cin&ica dos Atomos do gAs inerte, a energia de coesao de um 
cristal de gAs inerte serA dada pela soma do potencial de Lennard-Jones, Eq. (10), para todos 
os pares de Atomos do cristal. Se o cristal tiver N Atomos, a energia potencial total serA 



( 11 ) 



Figura 6 Forma do potencial de Lennard-Jones. dado pela Eq. (10), que 
descreve a interag5o entre dois itomos de um gAs inerte. O potencial paisa 
para um mfnimo em RJcr = 2 1 * ■ 1,12. Observe que a variagao do poten- 
cial diminui rapidamente at£ o mfnimo ser atingido e aumenta lentamente 
depois que o mfnimo € atingido. O valor mfnimo de t7 6 -t e U = 0 para 
R = tr. 



Capitulo Tres 


( 

r 

r 

( 

r 

r 

c 

c 

r 

r 

r 

r; 

r 

c 

r 

c 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

c 

r 

r 

c 

c 

c 

c 


onde e a distancia entre o atomo de referenda i e outro atomo qualqueQ, expressa em termos 

da distancia do vizinho mais proximo R. O fator 5 e introduzido na expressao para compensar 
o fato de que cada par de atomos e eontado duas vezes. 

No caso da rede cfc, os resultados da parte dos somatorios da Eq. (11) que depende de p tj 
sao os seguintes: 

2>/J ,2 = 12,13188 ; X>/J B = 14,45392 . ( 12 ) 

Existem 12 vizinhos mais proximos na estrutura cfc; vemos que as series eonvergem rapida- 
mente e os valores dos somatorios niio se afastam muito de 12. Nos cristais de gases inertes, 
a maior contribuigao para a energia de interagao vem dos vizinhos mais pr 6 ximos. As somas 
correspondentes para a estrutura hp sao 12,13229 e 14,45489. 

Se tomarmos U M da Eq. (11) como sendo a energia total do cristal, o valor de equilibrio R„ 
pode ser obtido atrav^s da condigao de que U lol se ja minima em relagao a variagoes da distancia 
para o vizinho mais proximo, R: 

Ijf = 0 - -2W^(12)(12,13) ||5 - (6X14.45) , (13) 

donde 

Vo- =1,09, (14) 

resultado que vale para todos os cristais de elementos com uma estrutura cfc. Os valores expe- 
rimentais de R</cr, caleulados usando os valores de <r da Tabela 4, obtidos a partir de medidas 
realizadas na fuse gasosa, sao: 

Ne Ar Kr Xe 
R a /a 1,14 1,11 1,10 1,09 . 

A concordance com (14) 6 muito boa. O ligeiro aumento de RJa para os Atomos de menor 
massa em reiagao ao valor universal de 1,09 previsto para os gases perfeitos pode ser explicado 
por efeitos quanticos ligados a energia de ponto zero. 

Energia de Coesao 

A energia de coesao de cristais de gases inertes extrapolada para 0 K e pressao zero pode ser 
obtida substituindo (12) e (14) em (11): 

t/ w (fi) = 2Ne[^(12,13)^J 2 -(14,45)^ 6 , (15) 

e portanto, para JR = V 

tU*o) = -(2,15)(4 Ne) , (16) 

resultado que vale para todos os gases inertes. Esta A a energia de coesao prevista quando os 
Atomos estao em repouso. Corregoes da mecanica quantica reduzem a energia de coesao em 
28% para o Ne, 10% para o Ar, 6 % para o Kr e 4% para o Xe. 

Quanto maior a massa do atomo, menor a corregao quantica. Podemos compreender a origem 
da corregao quantica considerando um modelo simples, no qual um atomo esta confinado por 
barreiras fixas. Se o comprimento de onda da particula 6 A, onde o valor de A depende da 
distancia entre as barreiras, a energia cinetica da particula e p 2 /2M = ( h/\)V2M , onde usamos 
a relagao de de Broglie entre momenta e comprimento de onda de uma particula, p = hi A. De 
acordo com este modelo, a corregao da energia da particula devida a energia de ponto zero e 
inversamente proporcional a massa da particula. As energias de coesao calculadas concordam 
com os valores experimentais da Tabela 4, com uma margem de erro de 1 a 7%. 
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£ por causa da energia de ponto zero que a constante de rede de um cristal do is6topo Ne 20 
4 maior que a de um cristal de Ne 22 . O isotopo de menor massa possui maior energia cinetica, 
o que resulta em um maior valor para a constante de rede. As constantes de rede medidas 
experimentalmente a 2,5 K e extrapoladas para 0 K sao 4,4644 A para o Ne 20 e 4,4559 A para 
oNe 22 . 

CRISTAIS IONICOS 

Os cristais ionicos sao feitos de ions positivos e negativos; neste caso, a forga atrativa e a 
interagao eletrostdtica de ions de cargas opostas. Duas estruturas cristalinas muito comuns nos 
cristais ionicos, a do cloreto de s6dio e do eloreto de cesio, foram mostradas no Capitulo 1. 

A configuragao eletronica de todos os ions de um cristal ionico simples corresponde a camadas 
eletronicas completas, como as dos Atomos dos gases inertes. No caso do fluoreto de litio, as 
configuragoes eletronicas dos atomos neutros sao, de acordo com a tabela peribdica que aparece 
no inicio do livro, Li: ls 2 2s, F: l.s 2 2s 2 2p 5 . No caso dos ions que formam o composto, as confi- 
guragoes sao as seguintes: Li*: Is 2 , F": ls 2 2s 2 2p 6 , as mesmas que as do He e do Ne, respecti- 
vamente. Os gases inertes possuem camadas eletronicas completas e a distribuigao de cargas 
tern simetria esferica. Esperamos que as distribuigoes de carga dos ions de um cristal ionico 
sejam aproximadamente esfericas, com algumas distorgoes na regiao de contato entre as nuvens 
eletronicas dos Atomos vizinhos. Esta expectativa 6 confirmada por estudos de raios X das distri- 
buigoes eletronicas (Fig. 7). 

Uma estimativa rApida mostra que nao devemos cometer o erro de atribuir a coesao dos 
cristais ionicos apenas A forga de atragao eletrostatica entre vizinhos mais prdximos. A distancia 
entre um ion positivo e o ion negativo mais prdximo em um cristal de cloreto de sodio e 2,81 X 
1 0 ~ 14 cm; a energia de interagao eletrostatica dos ions Cl - e Na* a esta distancia e 5,1 eV, enquanto 
a energia de coesao do NaCl e 7,9 eV por par de ions (Fig. 8). Vamos agora examinar mais de 
perto quais sao as energias envolvidas na formagao de um cristal ionico. 

Energia Eletrostatica ou de Madelung 

A interagao de longo aleance entre ions de carga ±q A a interagao eletrostAtica ±</ 2 /r, atrativa 
para ions de cargas opostas e repulsiva para ions de cargas iguais. Os ions assumem uma confi- 



Figura 7 Distribuigao de eletrons no piano [100] do NaCl, segundo 
estudos por raios X de G. Schoknecht. Os numeros associados as curvas 
de nivel se referem a concentra^ao relativa de eletrons. 
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Figura 8 A energia por par de ions em um 
cristal de cloreto de sridio <5 7.90 - 5.14 + 
3.61 = 6.37 eV menor que a energia 
de atomos neutros separados por uma 
distancia infinita. Os valores da energia 
de ionizagao aparecem na Tabela 5; os da 
afinidade eletronica, na Tabela 6. 


guragao tal que a interagao atrativa seja a maior possfvel, dentro das lirnitagoes impostas pela 
interagao repulsiva experimentada pelos ions para distancias muito pequenas. Esta interagao 
e semelhante a experimentada pelos atomos dos gases inertes. No caso dos crista is ionicos, a 
contnbuigao da interagao de van der Waals para a forga coesiva 6 muito pequena, da ordem 
de 1 a 2%. A forga coesiva se deve principalmente ao efeito da interagao atrativa entre ions de 
cargas opostas, que resulta na chainada energia de Madeliing. 

Se Uj e a energia de interagao entre os ions i e j, definiinos um somat6rio U, para todas as 
inleragoes que envolvem o ion i: 

U ‘ = 2' U ‘J > (17) 

oude o somatorio se estende a todos os ions, exceto o ion j = i. Suponhamos que U„ possa ser 
expresso como a soma de um potencial repulsivo da forma A exp (-r/p), onde Aep sao parame- 
tros empfricos, e em potencial eletrostatico ±q 2 /r. Nesse caso, 

(CGS) U u “ A ex P (~ r y /p) ± q 2 /r,j , ( 18 ) 

onde o sinal positivo 6 usado para cargas iguais e o sinal negativo para cargas opostas. Em 
unidades do SI, a interagao eletrostitica 6 dada por ±qH 4 W; ngsta segao vamos trabalhar com 
umdades do sistema CGS, caso em que a interagao eletrostdtica e dada por ±q 2 /r. 

Como no caso dos cristais dos gases inertes, o termo repulsivo se deve principalmente ao 
principio de exclusao de Pauli. Tratamos a intensidade A e o alcance p da interagao como 


Tabela 6 Afinidade eletronica de ions negativos 


A afinidade eletronica 6 positiva para uin fon negativo estivel. 


Atomo 

Afinidade eletronica (eV) 

Atomo 

Afinidade eletronica (eV) 

H 

0,7542 

Si 

1,39 

Li 

0.62 

P 

0,74 

C 

1,27 

S 

2,08 

0 

1,46 

Cl 

3,61 

F 

3,40 

Br 

3,36 

Na 

0,55 

I 

3,06 

Al 

0,46 

K 

0.50 


Fonte: H. Hotop e W. C. Lineberger, J. Phvs. Chem. Ref. Data 4, 539 (1975). 
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constantes a serem determinadas a partir dos valores experimentais da constante de rede e 
da compressibilidade do cristal; usamos a forma exponential do potencial repulsivo, em vez 
da forma fl' 12 adotada para os cristais dos gases inertes porque, no caso dos ions, esta forma 
representa melhor os resultados experimentais. No caso dos ions, nao dispomos de resultados 
obtidos na fase gasosa que permitam a determinagao independente de A e p. Como ji dissemos, 
p 6 uma medida do alcance da interagao repulsiva; para r = p, a interagao repulsiva 6 reduzida 
a aproximadamente 37% do valor em r = 0. 

Na estrutura do NaCl, o valor de U, nao depende do fato de o ion de referenda ser positivo 
ou negativo, contanto que o ion escolhido nao esteja proximo da superficie. Vamos ignorar os 
efeitos de superficie e escrever a energia total da rede cristalina, de um cristal composto 
de N pares de ions como U u „ = NU,. 

£ conveniente mais uma vez introduzir coeficientes p u tais que r {) = p tf R, onde R 6 a distancia 
entre vizinhos mais pr6ximos no cristal. Considerando que a interagao repulsiva 6 significativa 
apenas para vizinhos mais proximos, temos: 


A exp (~R/p) — -jj- (vizinhos mais proximos) 


(outros). 


U M = NU, = N\zto-**-?%-J 


onde z 6 o numero de vizinhos mais prdximos e 


— — = constante de Madelung. 

i L — 1 

A determinagao da constante de Madelung sera discutida na pr6xima segao. 
Na distancia de equilibrio entre os ions, (W,JdR = 0 e, portanto, 


N™±=- 

dR 


NzX , a, Na( l 
— exp(-R/p) + — — 


(CGS) Rq exp(— R 0 /p) = paq 2 /z\ . (23) 

A Eq. (23) permite ealcular a distancia de equilibrio R 0 se os valores da constante de Made- 
lung e dos parametros p e A da interagao repulsiva forem conhecidos. Para expressar a mesma 
equagao no SI, basta substituir q 2 por q 2 /4 ve n . 

De acordo com as Eqs. (20) e (23), a energia total da rede cristalina de um cristal com N 
pares de ions e uma distancia jR 0 entre os vizinhos mais prdximos e dada por 


O termo - Naq VR^ 6 a energia de Madelung. Na pratica, p e da ordem de O.IRo, o que significa 
que a interagao repulsiva tern um alcance muito pequeno. 


Determinagao da Constante de Madelung 

O primeiro cdlculo da constante a associada a energia eletrostatica foi realizado pelo fisico 
alemao Erwin Madelung. Um metodo geral para ealcular o valor desta constante foi proposto 
por P. P. Ewald (veja o Apendice B). Hoje em dia, os calculos sao feitos em computador. 


( 
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Figura 9 Unha de fons altemadamente positives e negatives, com a distancia R entre os vizinhos mais prdximos. 


De acordo com a Eq. (21), a constante de Madelung 6 dada pelo seguinte somatorio: 

a = Izl 

7 * ' 

Para que o cristal seja estavel, e precise que a energia dada pela Eq. (20) seja negativa e, portanto, 
que a constante a seja positiva. Se tomarmos como ion de referenda o ion negativo o sinai 
positivo se aplicard aos ions positivos e o sinai negativo aos ions negativos. 

Uma definigao equivalente 6 a seguinte: 

a _ y» (-) 

R~ ( 25 ) 

onde Tj 6 a distancia entre o ton; e 0 ton de referenda cSj, disttneia entre as vizinhos mais 
proximos. 

Para dar um exemplo, vamos calcular a constante de Madelung de uma Iinha infinita de fons 
altemadamente positives e negativos (Fig. 9). Escolhemos um fon negativo como referenda e 
chamamos de R a distancia entre ions vizinhos. Nesse caso, temos: 


— = 21 — L + _J L + . 

R ! R 2R 3 R 4R + 


o fator 2 aparece porque para qualquer valor de Tj existem dois fons, um k esquerda e outro a 
direita do ion de referenda. Para calcular o valor do somatorio, usamos a expansao 

ln(l + *)=x~^ + j-j + --- . 

Assim, a constante de Madelung de um cristal unidimensional 6 a = 2 In 2. 

Em tres dimensoes, £ muito mais diffcil calcular a s^rie. Em primeiro lugar, os termos nao 
podem ser escritos per simples inspegao. AUm disso, e mais importante ainda, a s^rie nao 
converge, a menos que os termos sejam agrupados de tal forma que as contribuigoes dos termos 
positivos e negativos quase se cancelem. 

A tabela a seguir mostra valores tfpicos da constante de Madelung, baseados em cargas unita- 
nas e normahzados em relagao & distancia entre vizinhos mais proximos. 


Cloreto de s6dio, NaCl 1,747565 

Cloreto de c^sio, CsCl 1,762675 

Blenda, ZnS cubico 1,6381 

A Fig. 10 mostra as contribuigoes das interagoes eletrostatica e repulsiva para a energia total 
de um cristal de KCL As propnedades de vdrios cristais de halogenetos alcalinos com a estru- 
tura do cloreto de sodio aparecem na Tabela 7. Os valores teoricos da energia da rede cristalina 
concordam muito bem com os resultados experimentais. 
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Energia repulsiva 

(2,4 x 10 4 ) exp(-fl/0,30) eV 


Posiyao de 
- equilibrio 


Energia eletrostatica 


Figura 10 Energia por par de fons para um cristal de KOI, mostrando as contrihui^es da energia eletrostatica e da 
energia repulsiva. 


CRISTAIS COVALENTES 

A ligagao covalente e a liga^ao homopolar da qufmica, particularmente da qufmica organica, 
na qual eletrons sao compartilhados, em vez de serein transferidos de um atomo para outro, 
como na liga^ao ionica. Trata-se de uma ligagao tao forte quanto a ionica. 

Na maioria dos casos, a ligagao covalente 6 formada por dois eletrons, um de cada atomo 
que participa da ligagao. Os eletrons que formam a ligagao tendem a ficar parcialmente loca- 
lizados na regiao entre os dois dtomos unidos pela ligagao. Os spins dos dois eletrons apontam 
em diregoes opostas. 

A ligagao covalente 6 altamente direcional (Fig. 11). £ por isso que o carbono, o silfcio e o 
germanio cristalizam na estrutura do diamante, em que os atomos se ligam aos quatro vizinhos 
mais prbximos para formar um tetraearo, embora esta configuragao tenha um baixo fndice de 
empacotamento, ocupando apenas 34% do espago disponfvel, enquanto uma estrutura compacta 
como a cfc e a hp ocupa 74% do espago. A ligagao tetraedrica permite a existencia de apenas 4 
vizinhos mais prbximos, enquanto uma estrutura compacta permite a existencia de 12. 

A molecula de hidrogenio € um exemplo simples de ligagao covalente. Para que a ligagao 
seja estavel (Fig. 12) 6 preciso que os spins dos dois eletrons que participant da ligagao estejam 
antiparalelos. A variagao da energia da ligagao com a orientagao relativa dos spins nao acon- 
tece porque as interagoes magn&icas sao importantes, e sim porque o prinefpio de exclusao 
de Pauli faz com que a distribuigao de carga dependa da orientagao dos spins. Este tipo de 
interagao eletrostatica que depende da orientagao relativa dos spins € chamado de interagao 
de cambio. 

O prinefpio de exclusao de Pauli leva a uma forte interagao repulsiva entre Atomos que 
possuem camadas completas. Quando as camadas nao estao completas, a superposigao dos 
eletrons pode ser acomodada sem promover nenhum eletron para um nfvel de maior energia e 
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^:,"r Centrat3 ° tC<W - a ^ e ! 6tT ° nS ^ Vid6nCia Cm Um CriS ‘ al de S ermSni0 - ° s n, imer 0 s associados is curvas 
de nfvel indieam a concentra ? ao de eltkrons por crflula primitiva, com quatro efetrons de Valencia per itomo (oito 
etetrens por ctfluk pnm.hva . Observe o aumento da co»centra t ao no ponto mrklio da liga V ao Ge-Ge.^ma caracterfs- 
tica das ligaffles covalentes. (Fonfe: J. R. Chelikowsky e M. L. Cohen.) 


a Lgavao e mars curta. Compare o comprimento da ligavao do Cl, (2 A) com a distSncia intera- 
tomica do Ar no argSnio sdlido (3.76 A); compare tambe-m as energlas de coesao da Tabcla 1 
A cbferen S a entre Cl, e Ar, A que o ilomo de Cl possui cinco eUtrons „a camada 3p e o torno 

de Ar possui seis. o numero maaimo da camada, de modo que a taterafSo repulsiva i mais forte 
no Ar que no Cl. 



Distancia interatomica, a/a„ (a„ = 0,53 A) 


Figura 12 Energia de uma mol£cula de hidro- 
genio (H 2 ) em referenda aos itomos neutros 
separados por uma distancia infinita. Uma 
energia negativa corresponde a uma intera^ao 
atrativa. A curva N indica o resultado clissico, 
usando as densidades de carga dos Stomos 
hvTes; a curva A 4 a energia do estado com os 
spins paralelos, levando em conta o prinefpio 
de exclusSo de Pauli; a curva S6 a energia do 
estado estivel, com os spins antiparalelos. As 
curvas de nfvel representam a densidade de 
carga para os estados AeS. 
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Tabela 8 Grau de ionicidade de l.gacoes em . . , . 
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metais 

o nome de d«ron s de conduce pois * "f 1 ^ ,odo 0 <***l Este. el«ron s rmlem 

" Ie “- 0, . e “;™» d « ™i S „ cia d „ p atomo se toXt' 7J* T condu,ividade <*»*. *» 

a energia de Iig a9ao dos meta|s a|ca|inos “™™ 05 ^tron. de conduce do 
genetos aleal, nos: a lig af j 0 f ormada . enor que a energia de Iiga 9 ao dos halo- 

.nteraWmlem slo relativamente^rande, Os " S ° 6 mUito forte e as *ta„- 
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(a camada d) para a energia deh^sT Pot' ^"^ a ' 9a °, adicional de uma camada eletronica interna 
Per on,a alta energia de hga^ °’ ^ “ — > d e transit saoeamcte^dl 
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PONTES DE HIDROGENIO 

Como o hidrogenio neutro possui um eletron, tende a formar uma ligagao eovalente com 
apenas um atomo. Em certas circunstancias, porem, um dtomo de hidrogenio pode ser atraido 
irtmultaneamente por dois atomos, formando assim uma ponte de hidrogenio entre eles, 
com uma energia da ordem de 0,1 eV. Acredita-se que a ponte de hidrogenio seja uma ligagao 
basicamente ionica, que se forma apenas entre os atomos mais eletronegativos, como o fluor, 
o oxigenio e o nitrogenio. Na forma idnica mais extrema da ponte de hidrogenio, o atomo de 
hidrogenio cede seu elytron para outro atomo da molecula; neste caso, a ponte de hidrogenio 
e formada apenas pelo prdton. Os Atomos unidos pelo proton ficam tao proximos um do outro 
que nao sobra espago para nenhum outro atomo; 4 por isso que as pontes de hidrogenio ligam 
apenas dois atomos (Fig. 13). 

A ponte de hidrogenio 6 uma parte importante da interagao entre as moleculas de H 2 0 e 
6 respons^vel, juntamente com a atragao eletrostdtica dos momentos dipolares, pelas curiosas 
propriedades fisicas da dgua e do gelo. As pontes de hidrogenio tambem sao importantes em 
certos cristais ferroel^tricos e no DNA. 


RAIDS ATOMICOS 

As distancias entre os atomos nos cristais podem ser medidas por difragao de raios X com 
precisao de uma parte em 100.000. Podemos determinar qual 4 contribuigao do iitomo A e qua] 4 
a contribuigao do atomo B para a distancia observada? £ possivel atribuir um signifieado absoluto 
ao raio de um atomo ou de um ion, independentemente da natureza e composigao do eristal? 

Estritamente falando, a resposta 4 nao. A distribuigao de carga nas vizinhangas de um atomo 
nao 4 limitada por uma barreira rfgida. Mesmo assim, o conceito de raio atomico pode ser usado 
para prever as distancias interatomicas. Fases que nunca foram observadas podem ser previstas 
e suas constantes de rede estimadas a partir das propriedades aditivas dos raios atomicos. Al£in 
disso, muitas vezes 4 possivel determinar a configuragao atomiea dos atomos de um eristal a 
partir da eomparagao entre os valores te6ricos e experimentais das constantes de rede. 

Para fazer provisoes a respeito das constantes de rede, 6 conveniente atribuir (Tabela 9) 
conjuntos de raios intemamente coerentes a varios tipos de ligagoes: um conjunto de raios para 
os cristais ionicos, com os ions ligados a outros seis, outro conjunto para cristais com a estrutura 
tetra^drica do diamante e outro conjunto para cristais compactos, como os dos metais, em que 
os ions estao ligados a outros doze. 

Usando os valores dos raios do Na* e do F‘ que aparecem na Tabela 9, obtemos o valor de 
0,9/ + 1,36 = 2,33 A para a distancia interatomiea do eristal de NaF, enquanto o valor experi- 
mental e 2,32 A. Esta concordancia 4 muito melhor do que se usassemos os raios do Na e do 
F em sua configuragao normal (neutra), que levaria a 2,58 A para a distancia interatomiea do 
eristal. Este ultimo valor 4 metade da soma da distancia interatomiea do sodio metalico com a 
distancia interatomiea da molecula de fluor. 

A distancia entre os atomos de carbono no diamante 4 1,54 A; metade deste valor 4 0,77 A. 
No silicio, que possui a mesma estrutura cristalina, metade da distancia interatomiea 4 1,17 A. 
No SiC, cada atomo e cercado por quatro atomos do tipo oposto. Somando os raios do silicio e 



Figura 13 O fon de difluoreto de hidrogenio, 
HFj, e estahilizado por uma ponte de hidro- 
genio. O diagrarna mostra um modelo extremo 
da ponte. extremo no sentido de que o prdton 
nao estii associado a nenhum eldtron. 
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do carix.no, obtemos 19. A para o comprimento da ligaqao C-Si, em boa concordance com o 
ralor experimental do 1 89 A, t este tipo da conconlancia (erres da manor de 5%) qua ancon- 
tramos ao usar tabelas de raios atomicos. H 

Ratos lonicos 

A Tabela 9 mostra os raios dos ions em cristais em que estes ions possuem 6 vizinhos mais 
promos. Estes raios podem ser usados com combinagao com a Tabela 10. Considere o caso do 
BaTiO* cuja constante de rede a temperatura ambiente 6 4,004 A. Supondo que a estrutura seia 
determinada pelos contatos Ba-O, o numero de coordenagao 6 12 e a corregao A 12 da Tabela 10 
deveser usada. Assim, temos: D u = 1,35 + 1,40 + 0,19 = 2,94 A ou a = 4,16 A. Se 6 o contato 
Ti O que determma a estrutura, o numero de coordenagao 6 6 e temos D 6 = 0 68 + 1 40 - 2 08 
on n . 4,16 A. O valor experiment da constante de rede 4 urn pouco menor do que o valor 
te6nco, o que sugere que a ligapo nao 4 puramente idnica, mas parcialmente covalente. 

ANALISE DE DEFORMA^OES ELASTICAS 

Em nosso estudo das propriedades elasticas, vamos considerar urn cristal como urn meio 
contmuo e nao como urn arranjo periddico de dtomos. Esta aproximatao 4 valida em get 
para ondas eUticas com um comprimento de onda maior que 10* cm, o que correspond a 
requenctas entre 10 e 0 Hz. Algumas equate parecem complicadas por causa dTinevi- 
t4 el ,nult.p!.ca ? ao de mdices nos slmbnlos. mas a id4ia basic. 4 simples, usamos a lei de Hooke 
segunda le. de Newton. De acordo com a lei de Hooke, em um sdlido elistico a defor- 
mafao 6 mretamente proporcional a tensao. A lei 4 valid. apenas para pequenas delormafoes. 
Quando as delor,na ? oes se tomam Bo aitas que a lei de Hot*, deixa de ser satisfeita. dizemos 
que entramos em uma regiao nao-linear. 

Adeformacaoeespecificadaemtermosdascomponentes^.^ , e ..,c e ee oue serao 

defmidas mais adiante. Consideramos apenas de formates immiteshnais. Nao vamos fazer 
distm 9 ao entre deformagoes isotfrmicas (em que a temperatura se manl*m constante) e adia- 
bafacas (em que a entropi. se mantem constante). Em geral, as diferengas entre as constantes 
elasticas isoternncas e adiabaticas sao significativas apenas em aitas temperaturas 

Imagine que tres vetores ortogonais x, y e z, de comprimento unitfrio, como os da Fig. 14 

2T T A Um D ?° iS qUe ° S6!id ° S ° frS Um P e( l ueno alongamento uniforme, os 
eixos mudam de onentagao e de comprimento. Em um alongamento uniforme, o alongamento 

6 ° para todas as Mas P ri "iitivas do material. A relagao entre os novos eixos *' y' *' 

e os eixos antigos pode ser expressa pelo seguinte sistema de equagoes: 

*' = (! + + e iy y + €j _z ; 

y' = e yi x + ( l + e w )y + e ys z ; (26) " 

z' = c-Ji + e z1J y + (1 + e.Jz . 

Tabela 10 Uso dos raios ionicos padronizados da Tabela 9 

No dec orous iOnicor, a dMnd. inte,..6mic. 0 4 d.da por D, , 8. , R, . A„ „„deN4 o numero de 

numemd) * T - n ° s , n “° s P 1 ldoc4tionedoimion e A,4nmtermodecorresiopm.o 

numero de .oorden. t ,o. O, resultados sSo vilidos par, a temperatura ambiente, (Fo ntt: ZacbLJen.) 
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(a) (b) 


Figura 14 Sistema de coordenadas usado para descrever o estado de deformagao; os eixos s3o unitarios e ortogonais 
na ausencia de deform agOes (a), mas mudam de orientagao e comprimento ap6s lima deformagao (b). 


O alongamento 6 definido atraves dos eoeficientes e a0 , que sao muito menores do que a unidade 
se o alongamento 6 pequeno. Os eixos original tern comprimento unitario, mas o mesmo nao 
6 necessariamente verdade para os novos eixos. Assim, por exemplo, 

x'-x'«l+2e B + 4 + 4 + €* , 

e, portanto, x’ » 1 + e„ +... Assim, em primeira ordem, as variagoes do comprimento dos eixos 
x\ y\ z' sao € XJ , € n e e„. 

Qual 6 o efeito do alongamento (26) sobre uma partfcula que se encontra inicialmente no 
ponto r = xx + tjy + zz? Se a deformagao d uniforme, apds o alongamento a partfcula estara 
na posigao r' = xx' 4 yy' + zz'. Esta expressao e obviamente correta no caso de escolhermos o 
eixo x, de tal forma que r = xx, ja que nesse caso r' = xx' por definigao de x'. O deslocamento 
R causado pelo alongamento 6 definido per 

R = r' - r = x(x' - x) + y(y' - y) + z( z' - z) , (27) 

e, portanto, de acordo com (26), 

R(r) = (xc lx + ye IJX + zejx + (xe iy + ije, pj + ze :iJ )y 

+ (x€ xx + tJ€ y .+Z€.Ji . (28) 

A Eq. (28) pode ser escrita de forma mais geral definindo fungdes u,v ew tais que o desloca- 
mento seja dado por 

R(r) = u(r)x + o(r)y + to(r)z . (29) 

Se o alongamento nao e uniforme, precisamos relacionar u,v ew as tensoes locais. Tomamos 
a origem de r nas proximidades da regiao de interesse. Em seguida, comparando as Eqs. (28) 
e (29), obtemos, expandindo R em sbrie de Taylor e fazendo R(0) = 0, 


__ du „„ 

xe ” =x to ; : etc ’ (30) 

Costuma-se trabalhar com eoeficientes e aP em vez de e aP . Para isso, definimos as compo- 
nentes da deformagao e„, e <pj e e. z atraves das relagoes 



(31) 
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usando a Eq. (30). As outras eomponentes da tensao, e„ Jt e yz e e a , sao definidas em termos das 
mudangas dos angulos entre os eixos; de acordo com a Eq. (26), temos: 

, , _ , du ,dv 

e ”J= x y = e vx + S"^ + fe : 

V-y' + + fp (32) 

, , _ . dti , dw 

gil = z -x S^ + Ci; = - + — . 

Podemos substituir os sinais de aproximadamente igual (=) por sinais de igual (=) se despre- 
zarmos os termos da ordem de f 2 Os seis eoeficientes adimensionais e op (=e p J definem univo- 
camente a deformagao. 

Dilatagao 

O aumento relativo de volume associado a um alongamento € chamado de dilatagao. No caso 
de uma redugao de volume causada, por exemplo, por uma pressao hidrostatica, a dilatagao e 
negativa. Ap6s um alongamento, o volume de um cubo unitario de arestas x, y e z se toma 


V' = x' • y' X z' , 


De acordo com a Eq. (26), temos: 

1 + «XX 

x' • y' X z' = € yt 


VJ IF 

1 + 


: 1 + e„ + e,,,, + c ,. , 


onde foram desprezados os produtos de duas eomponentes do alongamento. A expressao final 
da dilatagao 8 6, portanto, 


V' — V 

y~ *«« + «»+«« • 


Componentes da Tensao 

A tensao, definida como forga por unidade de area, 6 expressa em termos de nove compo- 
nentes: X t , X y , X z , Y„ Y r Y., Z,, Z, e Z z A letra principal indica a diregao da forga e o fndice indica 
a normal ao piano ao qual a forga 6 aplicada. Na Fig. 15, a componente da tensao X, representa 
uma forga aplicada na diregao x a uma &rea unitaria de um piano cuja normal esta na diregao x; 
a componente X tJ representa uma forga aplicada na diregao x a uma £rea unitdria de um piano 


\ ^ 



Figura 15 A componente X, da tensao 6 uma 
fonja aplicada na diregao x a uma &rea unitaria 
de um piano cuja normal est£ na diregao x; a 
componente X, representa uma forga aplicada 
na diregao x a uma area unitaria de um piano 
cuja normal est£ na diregao y. 
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cuja normal esta na dire 9 ao y. O numero de componentes independentes da tensao pode ser 
reduzido de nove para seis aplicando ao cubo elementar (como na Fig. 16) a condi 9 ao de que a 
acelera 9 ao angular seja nula e, portanto, o torque total tamb&n seja nulo. Nesse ease, temos: 

Y zi=Z v ; Z x = X t ; X y = Y x . (36) 

As seis componentes independentes podem ser, por exemplo, X,, Y Z z Y Z t eX 

As componentes da tensao tern dimensoes de for 9 a por unidade de La ou energia por 
unidade de volume; as componentes da deforma 9 ao sao adimensionais. 

CONSTANTES DE DEFORMA£AO E RIGIDEZ ELASTICA 

Para pequenas deforma 9 oes, como vi mos, a deforma 9 ao diretamente proporcional a tensao 
Isto signifies que as componentes da deforma 9 ao sao fun 9 oes lineares das componentes da 
tensao: r 

= s n x * + s n Y y + S ia Z s + s 14 y z + S 15 Z t + S ]6 X y ; 
e yy = + S-ziYy + S a Z z + S 24 Y. + S.^Z X + ; 

= + s 32>; + StfZ; + S m Y z + + SxXy ■ 

V = « + s 42 y y + s 4 ,z : + s „ y z + + s*x s ■ (37) 

= W + W, + s»zl + s M y. + SjjZj + : 

4 = S « X * + + S m K + SfigZj. + S rA X v . 

A '* = , C »«» + C ia e w + C 13 e..+ C, A; + C 15 e_, + : 

y v = ^ c 22t’j,,+ C 23 t'..+ (7^.+ Cage-^d- ; 

Z, = C,c„ + C^yy+ Car?,-+ C,^+ 0'^+ ; 

y s - CV’™ + C i2 e IJV + C 43 e..+ C 44 <?y. + C 45 e ir + ; 

Z * = C5,c ” + 0 ^+ C. 5 .,ey.+ 0556^+ CgePjy ; 

Xy ~ C 6i e„ + C 62 Cyy+ C^.,4- C^t'y. + C ^ . 

As constantes S,„ S 12 ,... sao chamadas de constantes de deforma 9 ao e tem dimensoes 
de area/for 9 a ou volume/energia; as constantes C 11( C 12> ... recebem o nome de constantes de 
ngidez elastica e tem dimensoes de for 9 a/area ou energia/volume. 


Figura 16 Demonstragao de que para um eoipo em 
equilfbrio estStico, y, = X y Como a soma das forgas na 
diregao x 6 zero e a soma das forgas na diregao y € zero, 
a forga total 6 zero. Para que o torque tamb£m se anule, 
e preciso que Y, = X y 
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Densidade de Energia Elastica 

As 36 constantes da Eq. (37) ou (38) nao sao todas independentes. Na aproxima 9 ao da lei de 
Hooke, a densidade de energia elastica U e uma fun 9 ao quadr&tica das deforma 9 oes (a expressao 
6 a mesma da energia de uma mola comprimida). Assim, podemos escrever 

I s fi _ 

U = 2 2) 2 , ■ (39) 

onde os indices 1 a 6 sao definidos da seguinte forma: 

l ^ XX ; 2 ® yy ; 3 - sz ; 4 ■ yz ; 5 = zx ; 6 ■ xy . (40) 

As constantes C estao relacionadas £s constantes C atrav^s da Eq. (42). 

De acordo com a defmi 9 ao de energia potencial, as componentes da tensao podem ser obtidas 
derivando U em rela 9 ao hs diferentes componentes da deforma 9 ao. Considere a tensao X, apli- 
cada a uma das faces do cubo unitlrio, com a face oposta mantida em repouso: 

Y dU dU _ py ^ 1 A . 

X 1 de„ de { C,ie> + 2 j? 2 ^ C| ' 3 + C f>J e P ■ ( 41 ) 

Observe que apenas a combina 9 ao C ofj + C fia aparece nas rela 9 oes tensao-deforma 9 ao. Isto 
significa que as constantes de rigidez el4stica sao sim^tricas: 

C«p ~ 2 (C«p +Cp a ) = Cp a . (42) 

Assim, as trinta e seis constantes de rigidez elastica se reduzem a vinte e uma. 

Constantes de Pugidez Elastica de Cristais Cubicos 

O numero de constantes de rigidez elastica diminui ainda mais quando o material apresenta 
simetrias em sua rede cristalina. Vamos agora mostrar que nos cristais cubicos existem apenas 
tres constantes de rigidez elastica independentes. 

Vamos demonstrar que a densidade de energia elastica de um cristal cubico 6 dada por uma 
expressao da forma 

U = i C n(e% + ef jy + 4) + |C 44 (4 -1- 4 + e %) + + e zs e jy ) , (43) 

e que nao existem outros termos quadrdticos, isto 6, que termos como 

(«*A, + — ); + ‘ ■ •) ; (e a e yi + ---) (44) 

nao estao presentes. 

O requisito minimo de simetria para uma estrutura cubica e a existencia de quatro eixos 
de rota 9 ao de terceira ordem. Estes eixos estao na dire 9 ao [111] e dire^es equivalentes (Fig. 
17). O efeito de uma rota 9 ao de 277/3 em tomo destes eixos 6 intercambiar os eixos x,y ez de 
acordo com as seguintes sequencias: 

-x^z-+y-+-x; (45) 

dependendo do eixo escolhido. Na primeira destas sequencias, por exemplo, 

4 + 4 +ei + 4 +4 . 

e analogamente para os outros termos entre parenteses da Eq. (43). Isto mostra que a Eq. (43) 

6 invariante em rela 9 ao its operates de rota 9 ao consideradas. Por outro lado, nos termos que 
aparecem na Eq. (44), pelo menos um dos indices aparece um numero impar de vezes. Isto faz 
com que algumas das sequencias de rotates (45) fa 9 am o termo mudar de sinal, ja que, por 
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i c y** 1 ''- ,‘b-^^-jsor 



Figura 17 Uma rotavao de 2ro'3 em tomo 
do eixo de terceira ordem mostrado na 
figura equivale as seguintes transforina- 
90 es: * -* y, y — z; z -» x. 


exemplo, e„ — e^. Isto significa que os termos (44) nao sao invariantes em relagao a estas 
operates de rotagao. 

Resta mostrar que os fatores numericos da Eq. (43) estao corretos. De acordo com a Eq 
(41), H 

W/texx * X x = C, + C i2 (e VJ + e„) . (46) 

O coeficiente de e„, C n> 6 o mesmo da Eq. (38). Prosseguindo a ar.alise. vemos que 

^12 = C13 ; C M = C 15 = C| fi = 0 . (47) 

Alem disso, de acordo com a Eq. (43), temos: 

dU/de XJ — Xy — C^ xy ; (48) 

eomparando este resultado com a Eq. (38), vemos que 

Cri = C fi2 — C 6 3 = = Co 5 = 0 ; Cfifi = C 4 , . (49) 

Assim, no caso de um cristal cubico, os valores das constantes de rigidez elastica se reduzem 
& matriz 




e m 
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e r- 



X* 


Cj 2 

^■12. 

0 
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C J2 

C u 

Cl2 

0 

0 

0 

Z z 

C 12 

C u 

Cu 

0 

0 

0 

Y : 

0 

0 

0 

c„ 

0 

0 

Z.V 

0 

0 

0 

0 

Cu 

0 


0 

0 

0 

0 

0 



No caso dos cristais cubicos, as constantes de rigidez elastica e de deform agao estao rela 
nadas atraves das seguintes expressoes: 

C u = 1 /S« ; C 11 -C 12 = (S ll -S 12 r 1 ; , 

C m + 2C 12 = (S, 1 + 2S 12 )- 1 . 

Estas relagoes podem ser obtidas calculando a matriz inversa de (50). 
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Mddulo de Elasticidade e Compressibilidade 

Considere a dilatagao uniforme = e yy = <?„ = 5/3. Para esta deformagao, a densidade de 
energia (43) de um cristal cubico 4 

U = g(C n + 2C| 2 )8 2 . (52) 

Podemos definir o modulo de elasticidade B atraves da relagao 

U = &S 2 , (53) 

que 4 equivalente it definigao -Vdp/dV. Para um cristal cubico, 

B = i(C„+2C 12 ) . (54) 

A compressibilidade K 4 definida como o reciproco do mddulo de elasticidade: K = 1/B. Os 
m6dulos de elasticidade dos elementos aparecem na Tabela 3. 


ONDAS ELASTICAS EM CRISTAIS CtfBICOS 

Analisando as formas que agem sobre um elemento de volume de um cristal, como nas Figs. 
18 e 19, obtemos a equagao de movimento na diregao* 

= + ^ + (55) 
to 2 <»j Oz 

onde pea densidade eueo deslocamento na diregao x. E possfvel escrever equagoes analogas 
para as diregoes ij e z. De acordo com as Eqs. (38) e (50), temos, para um cristal cubico, 


a 2 »-r * 
p ^- c " a 


, r ( de v‘i , ^ 
dx C,2 \dx + dx 


d,j dz) ’ 


onde as diregoes x,y ez sao paralelas as arestas do cubo. Usando as definigoes (31) e (32) das 
componentes da deformagao, temos: 

C l 2 u n f)~u , r » ( d 2 U , <ht \ , tr* , \( d~v . d 2 w \ (^7 a) 

onde u, v e w sao as componentes do deslocamento R, definido pela Eq. (29). 

As equagoes de movimento para d 2 v/dt 2 e dho/dt' 1 podem ser obtidas por simetria a partir 
da Eq. (57a): 


a 2 o . 


d’v , r 

(d 2 v 


4 - (r* + c \ 1 

( d 2 u 

_d\A 

dt 2 ’ 

- C | 

1 . 2 + 

Ux 2 

%z‘) 

^ V^12 T ^AA! 

\dxdy 

dydz) 

d 2 w _ 

_ p 

d w 1 f 1 

f ?w 

, d 2 tv 

I 4. /r c \ 

( d 2 u 

. + JbL.) 

dt 2 

“ Cu 

~rr + Cu 

(1Z~ 

\dx 2 

dtr, 

1 ' Vnv 12 ’ v>44/ 

\Acdz 

dtjdz) 


Vamos agora examinar algumas solugoes destas equagoes para casos particulares. 

Ondas na Diregao [100] 

Uma solugao da Eq. (57a) e dada pela onda longitudinal 

ti = m„ exp [i(Kt - &rf)] , (58) 

onde u 4 a componente x do deslocamento da particula. Tanto a diregao do vetor de onda como 
a diregao do movimento das particulas sao paralelas a aresta x do cubo. O vetor de onda e K = 
2tt/A e cj = 2 -true a freqiiencia angular. Substituindo a Eq. (58) na Eq. (57a), obtemos: 
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Figura 18 Cubo de volume Ax Ay Az subme- 
tido a uma tensao -X,(x) na face perpendi- 
cular ao eixo x no ponto tea uma tensao 

*' (I) + *T ** na face perpendicular ao 
eixo x no ponto x + Ax. A for?a resultante 

fax, \ 

® l Ax Ax. Outras formas na diregao 
x, que resultam da variar r ao das tensoes X ,, e 
X. ao longo do cubo, nao estiio mostradas 11 a 
figura. A componente x da forqra total que age 
sobre o cubo 6 


, bx by bz ) 


Ax A ij Az . 


De acordo com a segunda lei de Newton, 
esta for^a 6 igual a massa do cubo multi- 
plicada pela componente da acelera^ao na 
diregao x. A massa 6 p Ar Ay Az e a acele- 
rafSo € bhi/bt'. 


urp - C n K? : (5 9 ) 

e, portanto, a velocidade w/K de uma onda longitudinal na diregao [100] £ dada por 

v, = v\ = w/K = (C u /p) m . (60) 

Considere uma onda transversal ou de cisalhamento com o vetor de onda na diregao da aresta 
x do cubo e o movnnento das particulas na diregao y. 

v = o,, exp [i(Mt - o>t)] . 

Substituindo a Eq. (61) na Eq. (57b), obteinos c relagao de dispersao 

" 2 P = C 4 X ; ( 62 ) 

e, portanto, a velocidade w/K de uma onda transversal na diregao [100] e dada por 

v * ~ ( C VP) I/2 ■ (63) 

A mesma velocidade <5 obtida se o movimento das particulas for na diregao z. Assim, para K na 
dme?ao [100] as duas ondas de cisalhamento independentes tern velocidades iguais. O mesmo 
nao acontece se a diregao K nao coincidir com urn dos eixos cristalinos. 

Ondas na Diregao [110] 

Existe urn interesse especial pelas ondas que se propagam na diregao da diagonal de uma das 
faces de um cristal cubico, ja que 6 possfvel determinar as tres constantes de rigidez elastica a 
partir das tres velocidades de propagagao nesta diregao. 



19 . m, ; laS A ' 8sa ° S “ brnehdas * e. portanto, sofrem a mesma deforma t ao. a for ? a aplicada 

ao bloco s.tuado entre as duas molas e nula. Isto ilustra o fato de que uma tensao uniforme X, aplicada a urn sdlido 
nao tmpltca a aphca^ao de nenhuma for f a a um elemento de volume. Por outro lado, se a mola B 6 submetida a uma 

im* STf’ ^ rtant °’ 6 maiS d , ef ° rmada qUC “ m ° la A> ° bIot ° Situad0 entre “ moIas 6 acelerado por uma forca F 
(B) - F(A). Anatagamente, um elemento de volume submetido a tensoes diferentes nas suas extremidades e subme- 
tido a uma tensao X J (B) - X,(A). 


¥ 


Ligafdes Cristalinos e Constantes Eldsticas 71 


Considere uma onda de cisalhamento que se propaga no piano xy com o movimento das 
particulas na diregao z 

w = w 0 exp [i(Kjc + Kytj - wt)] . (64) 

De acordo com a Eq. (57c), temos: 

<o 2 p = C u X + q) = C„K 2 , (65) 

independentemente da diregao de propagagao da onda no piano xy. 

Para analisar as ondas que se propagam no piano xy com o movimento das particulas no 
piano xy, vamos fazer 

u = u 0 exp [i(K^c + Kyt/ - wt)] ; v = v 0 exp [i(J^c + - tot )] . (66) 

De acordo com as Eqs. (57a) e (57b), 

w 2 pu = (C n K 2 + C 44 K 2 )u + (C J2 + CuXfy ; 
w 2 po = (C„K 2 +C 44 K x 2 )t> + (C, 2 + CJ^u . 

Este sistema de equates tern uma solugao particularmente simples para uma onda na diregao 
[110], caso em que K, = Ky = KA/2. A condigao para que haja uma solugao 6 que o determi- 
nante dos coeficientes de u e o na Eq. (67) seja nulo (uma equagao deste tipo 6 chamada de 
equagao secular): 

|-irrp+!(C,, + CJK? 2(^,2 + C m )K‘ ^ 

I ai.C\2 "b C44 )K 2 ~tii~p + jvCj | + C 44 )K? 

Esta equagao leva a duas relagoes de dispersao: 

~ •2(^11 + C12 + ZC^K 2 ; (o‘’p = |(Cj| — C l2 )K 2 . (69) 

A primeira relagao de dispersao esta associada a uma onda longitudinal; a segunda, a uma 
onda transversal. Para determinar a diregao de deslocamento das particulas, substituimos a 
primeira relagao de dispersao da Eq. (69) na primeira Eq. (67), obtendo a relagao 

5(C„ + C 12 + 2C44)K z u = |(C„ + C44)K 2 u + |(C 12 + C4 4 )K 2 t; , (70) 

que mostra que u = v. Assim, as particulas se deslocam na diregao [110], paralelamente ao 
vetor K (Fig. 20). Substituindo a segunda relagao de dispersao da Eq. (69) na primeira Eq. 
(67), obtemos a relagao 

|(C„ - C i2 )K 2 u = i(C u + CJK 2 u + |(C I2 + CJK 2 v , (71) 




Onda na dire$5o [100] 
L:Cn 


Onda na diregao [110] 

: |(C |1 + C | 2 + 2 C 44 ) 
r l C 44 

IisJiCu-Cu) 


Onda na dire^So [111] 

^ : 3^11 + ^^12 + ^^44) 
r:i(C 1I -C l2 + C44) 


Figura 20 Constantes elasticas efetivas para os tres modos de ondas el&sticas nas diregoes principais de propaga^ao dos 
cristais cubicos. Os dois modos transversals sao equivalentes para ondas se propagando nas diregoes [100] e [111], 
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Tabela 11 Constantes de rigidez elastica adiabatica em baixas temperaturas e a 
temperatura ambience de aiguns eiementos que formam cristais cubicos 

Os valores aOK foram obtidos por extrapolagao de medidas executadas reduzindo a temperatura ate 4 K. 
A tabela foi coinpilada com a ajuda do professor Charles S. Smith. 


e, portanto, u = -v. Neste caso, o deslocamento das partfculas 6 na diregao [iIO], perpendicu- 
larmente ao vetor K. 

A Tabela 1 1 mostra os valores das constantes de rigidez elastica adiabatica em baixas tempe- 
raturas e a temperatura ambiente para aiguns eiementos que formam cristais cubicos. Observe 
que as constantes de rigidez elastica tendem a diminuir quando a temperatura aumenta. A 
Tabela 12 mostra os valores das constantes de rigidez elastica adiabatica de algumas outras 
substancias a temperatura ambiente. 

Tabela 12 Constantes de rigidez adiabatica a temperatura ambiente ou 300 K de 
algumas substancias que formam cristais cubicos 

Constantes de rigidez elkstica (10" N/m 2 ) 

^ CZ " C7. 
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Para um dado modulo e diregao do vetor de onda K, existem tres modos normais de movi- 
mento ondulatorio. No caso geral, a polarizagao (diregao de deslocamento das partfculas) nao 
6 paralela nem perpendicular a K. Nas diregoes especiais de propagagao [100], [111] e [ 1 10]-' 
de um cristal cubico, dois dos tres modos para um dado K sao tais que o movimento das partf- 
culas € perpendicular a K e no terceiro modo o movimento e paralelo a K (onda longitudinal). 
A anklise 6 muito mais simples para essas diregoes especiais do que para as outras diregoes. 


RESUMO 

• A interagao responsavel pela coesao dos cristais dos gases inertes e a interagao de van der 
Waals (interagao entre dipolos induzidos), que 6 inversamente proportional k sexta intend a 
da distancia. 

• A interagao repulsiva entre os ktomos e causada principalmente pela repulsao eletrostktica 
das nuvens eletronicas, que estk associada ao princfpio de exclusao de Pauli. 

• A interagao responsavel pela coesao dos cristais ionicos 6 a atragao eletrostatica entre ions 
de cargas opostas. A energia eletrostktica de um conjunto de N pares de fons de carga ±q 6 
dada por 

(CGS) U=-Na^=-N2 {j= Ff- « 

onde a 6 a constante de Madelung eR 6 a distancia entre vizinhos mais prdximos. 

• A interagao responsavel pela coesao dos metais estk associada k redugao da energia cin^tica 
dos el^trons da ultima camada, quando se tomam livres para vagar pelo cristal. 

• A interagao responsavel pela coesao dos cristais covalcntes 4 o compartilhamento de eletrons 
por atomos rizinhos. 

Probleman 

1 . Solido quantico. Em um solido tiuantico, a principal energia repulsiva 6 o movimento de ponto zero 
dos atomos. Considere um modelo unidimensional do He 4 no qual cada atomo de He esti confmado 
a um segments de reta de comprimento L. Supondo que no estado fundamental o compriinento de 
onda de cada dtomo e metade do comprimento de onda do dtomo livre, determine a energia cin^tica 
de ponto zero por particula. 

2. Energia de coenao do neonio ccc e cfc. Use o potencial de Lennard- Jones para calcular a razao 
entre as energias de coesao do r.efinio nas estruturas ccc e cfc. (Resposta: 0,958.) No caso da rede 
ccc, os resultados da parte dos somatdrios da Eq. ( 1 1 ) que depende de p tJ sao os seguintes: 

X' p ( 7 ,2 = 9,11418 ; S'^ 12 ’ 2533 - 

J J 

3. Hidrogenio solido molecular. Medidas realizadas em H 2 gasoso mostram que os parametros de 
Lennard-Jones sao e = 50 X 10- |S erg e <r = 2.96 A. Determine a energia de coesao do H 2 em kj por 
mol; faga o cklculo para a estrutura cfc, tratando as moldculas de H 2 como esferas. O valor experi- 
mental da energia de coesao i 0,751 kj/mol, muito menor que o valor teorico. Isto mostra que, neste 
caso, as corregoes quanticas sao importantes. 

4. Possibilidade de cristais ionicos R'R'. Imagine um cristal formado com os fons positivo e negativo 
do mesmo atomo ou molScula R. Acredita-se que isto possa ocorrer com certas mol^culas organicas, 
mas nao quando R e um dtomo isolado. Use os dados das Tabelas 5 e 6 para estimar a estabilidade de 
um cristal ionico do tipo Na’Na' com a estrutura do NaCl, comparando a energia de coesao deste tipo 
de cristal com a do s6dio metalico. Calcule a energia para a distancia interatomica do s6dio metalico 
e tome a afinidade eletronica do Na como sendo 0,78 eV. 

5. Cristal ionico unidimensional. Considere uma linha de 2 N fons de cargas altemadamente +q e-q 
com uma energia potencial repulsiva AJR" entre vizinhos mais proxiinos. (a) Mostre que na distancia 
de equilfbrio 
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Figura 21 O mddulo de Young £ definido coino a razao tens3o/ 
deform ayao para uma tensao de trayao agindo ao longo de uma Fieura 22 Vo, - ,, . , 

direyao, com os lades da amostra livres. A Lao de Poisson 6 def. T ? deformayao pode ser cons.derada 

nida como a razao (***«) para a mesma geomZ como^acombmayao de dois cisalhamentos, e 


(CCS) 


W = 


2Nq 2 In 2 

R n 1 



(b) Suponha que o cristal seja comprimido de tal forma que R„ - fi„(l - 5). Mostre q,.e o trabalho 
onde " C ^ C ° mpnment0 neCeSStiri0 P ara com prinriir o cristal e dado aproximadamente por CM 2. 


(CCS) 


(n - l)q 2 In 2 

K 


Pan* c° nv erter os resnltados para o SI, substitna q 2 por qH 4«* Nota: Este resultado nao pode ser 
t > a partir da expressao de ««,; 6 preeiso usar a expressao completa de U(R) 

6. Estrutura do ZnS cubico. Ur, undo os valores de A e p da TaWla 7 e as constant da Madelune 

1,0 ,«o. dj* . mg. He do KCI n> edndun, do 2„S cubico descrita „o C.pHulo 
- 1 Compare o resultado com o valor da energia de coesao do KCI na estn.tura do NaCl 
- . Cm/m* ,o„, cos divalente*. O ovido de b&rio tern a estmtura do NaCl. Estime as enemas de coesao 

uma dLt ,0 " S f S r S n S ® Ba ~°' ' em a *»«■ blades s^eparados por 

l d nCW ,nf,,,,ta - ' 0 vaIor experimental da distancia entre vizinhos mais prdximos € ft, = *76 
A, o pnrne.ro e segundo potencies dc ionizayao do Ba sao 5,19 e 9,90 eVe as afmidades eletrdnicas 
" Pn T! ,r ° e T etetrons acrescentados ao oxigenio neutro sao 1.5 e -9,0 eV A primeira afmi- 
dade eletromca do atomo de oxigenio neutro 6 a energia liberada na reayao O + e J O- a segunda 
afimdade eletron.ca 6 a energia liberada na reayao O + e - O' -. Quais sao os estados de vafneia 
S MM e f T'v Sup ° nha que se J a 3 mesma as duas formas e despreze a energia repulsiva 

nmn f 8 raza '° * PoiMOn - Um CriStal C,ibiC0 6 Subinetido 3 trayao na direyao 
1100 . Determine expressoes para o mddulo de Younge a razao de Poisson, definidos na Fig 21 m 
funyao da rigidez eldstica. * r ig.au, em 

9 ' Uma ° nda lon S itudinal - Mostre que a velocidade de uma onda longitudinal na 

d,reyao [111] em um cristal cubico 6 dada poro = f(C n + 2C, a + 4CJ/3 P r. Suge.Jo: Em uma 
° ,,da d « ste “P 0 - “ = « = tc. Faya u = e use a Eq (5?a) 

10. V' oc'dade de uma onda traversal. Mostre que a velocidade de ondas transversals na direyao 

1 1 CojMfk 6 ? P ° r = f(Cl ‘ " C ” + CJ/3p]W - S ^ estSo Ve ) a o Problema 9. 

“T * c '°° lha ™» t ° efetiva. Mostre que a constante de cisalhamento (C„ - C 12 )/2 em um 
cnstal cubico e defin.da fazendo = e/2 e fazendo todas as outras deformayoes iguais a zero 

gestao: A densidade de energia 6 dada pela Eq - (43): defina uma COnStante C ' 

12. l/.o de urn determinate. Sabe-se que uma matriz de dimensao R na qual todos os elementos sao 
1 tern raizes Re 0, com a raiz R ocorrendo uma vez e as raizes 0 ocorrendo R - 1 vezes Se todos os 

e tod!s o' ‘T ° V f rP ' ^ S5 ° RP 6 °’ (3) M ° Stre qUC 56 t0d ° S 05 e,ementos d.ago„a.s sao q 

l a n ! eIement0S f ° P’ existe uma raiz igual a (fl - l)p + q e existem R - 1 raizes iguais 

q V- <b) Mostre, a partir da Eq. (57), que para uma onda elastica na direyao [111] de um cristal 
cubico a equayao que fomece o valor de w 2 em funyao de K e 
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m 

^ 2 

q- o> l p p p 

p q-arp p = 0 , 

V P q~ <o l p 

onde q = K^C,, + 2C u )/3ep = + C u )/3. Esta equayao expressa a condiyao para que um sistema 

de tres equayoes homogeneas com as componentes u.cetudo deslocamento como inedgnitas tenha 
soluyao. Use o resultado do item (a) para determinar os trSs valores de (J- calcule as velocidades 
correspondentes, a j/K. e compare com os resultados dos Problemas 9 e 10. 

13. Propaganda em uma direfdo genirica. (a) Por substituiyao da Eq. (57), obtenha a equayao secular 
que expressa a condiyao para que o deslocamento 

R(r) = [t/ui + v u y + exp [i(K • r - tef)] 

represente uma onda eldstica em um cristal cubico. (b) A soma das raizes de uma equayao secular 6 
igual d soma dos elementos da diagonal, a„. Mostre a partir do resultado do item (a) que a soma dos 
quadrados das velocidades das tr6s ondas eldsticas em qualquer direyao de um cristal cubico 6 igual 
a (C n + 2 C u )/p. Sugestao: Lembre-se de que vf = u?/K}. 

14. Criteria* de ettabilidade. O crit^rio para que um cristal cubico com um dtomo na c^lula primitiva 
seja estdvel em relayao a deformay5es homogeneas 6 que a densidade de energia eldstica (43) seja 
positiva para qualquer direyao de deformayao. Que restriyoes este crit6rio impfie as constantes de 
rigidez eldstica? (Em linguagern matematica, o problema consiste em determinar as condiySes para 
que uma forma quadrdtica real e sim<5trica seja positiva definida. A soluyao pode ser encontrada em 
livros de dlgebra; veja tamb^m Kom e Korn, Mathematical Handbook. McGraw-Hill, 1961, Sec. 
13.5-6). Resposta: C u > 0, C n > 0, C, 2 ,- C, 1 , > Oe C„ + 2C„ > 0. Para um exemplo da instabilidade 
que acontece quando C u s C„, veja L. R. Testardi et al., Phys. Rev. Letters 15 , 250 (1965). 
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Fonons I. Vibragoes da Rede Cristalina 


VIBRAGOES EM CRISTAIS COM BASE 
MONOAT6MICA 

Primeira zona de Brillouin 
Velocidade de grupo 

Limite para grandes comprimentos de onda 
Determina^ao experimental das constantes 
de for 9 a 

VIBRAtpOES EM CRISTAIS COM BASE 
DIAT6MICA 

QUANTIZAgAO DAS ONDAS ELASTICAS 
MOMENTO DE UM FONON 


ESPALHAMENTO INELASTICO DE F6NONS 

RESUMO 

PROBLEMAS 

1. Cadeia linear monoatomica 

2. Equa^ao de uni a onda continua 

3. Base de dois itomos diferentes 

4. Anomalia de Kohn 

5. Cadeia diatomica 

6. Vibra 9 oes atomicas em um metal 

7. Modos de fonons macios 


0 Capitulo 5 trata das propriedades termicas dos fonons. 




Figura 2 (Lin has tracejadas) Pianos 
de iStomos na jxjsifao de equilfbrio. 
(Linhas cheias) Pianos de Stomos 
deslocados pela passagem de uma 
onda longitudinal. A coordenada u 
mede o deslocamento dos pianos. 





CAPITULO 4: FQNQNS I. VIBRA^OES DA REDE CRISTALINA 


VIBRAgOES EM CRISTAIS COM BASE MONOAT6MICA 

Considere as vibragSes eldsticas em um cristal com um atomo na c^lula primitiva. Estamos 
interessados em determinar a freqiiencia de uma onda eldstica em termos do vetor de onda e 
das constantes elasticas. 

A solugao matemdtica e mais simples nas diregoes de propagagao [100], [110] e [111] em 
cristais cubicos. Estas sao as diregoes de uma aresta do cubo, da diagonal de uma das faces e de 
uma diagonal do cubo. Quando uma onda se propaga ao longo de uma destas diregoes, pianos 
inteiros de atomos se movem em fase, com os deslocamentos paralelos ou perpendiculares 
h diregao do vetor de onda. Nesse caso, podemos descrever com uma unica coordenada u, o 
deslocamento do piano s em relagao a posigao de equilibrio. O problema se toma, portanto, 
unidimensional. Para cada vetor de onda existem tres modos como solugoes para u„ um em que 
a polarizagao e longitudinal (Fig. 2) e dois em que a polarizagao 6 transversal (Fig. 3). 

Vamos supor que a resposta eldstica do cristal seja uma fungao linear das forgas. Isto equivale 
a supor que a energia elastica 6 uma fungao quadratica do deslocamento relative de dois pontos 
quaisquer do cristal. Os termos da energia que variam linearmente com o deslocamento desa- 
parecem no equilibrio (veja o mmirno da Fig. 3.6). Termos cubicos e de ordem mais elevada 
podem ser desprezados para pequenas deformagSes elasticas. 

Vamos supor que a forga sobre o piano s causada pclo deslocamento do piano s + p seja 
proporcional a diferenga u I+p - u.. entre os deslocamentos. Para tornar o problema mais simples, 
vamos considerar apenas as interagoes entre vizinhos mais proximos, com p = ±1. A forga total 
sobre o piano v causada pelo deslocamento dos pianos .v ± 1 e dada por 

F, = C(fi t+ , - u,) + C(t/,_| - i/,) . (1) 

Esta expressao tern a mesma forma que a lei de Hooke. 

A eonstante C £ a constante de forga entre vizinhos mais proximos e 6 diferente para 
ondas longitudinals e transversais. t conveniente daqui em diante considerar C como sendo 
definida para um atomo do piano, caso em que F s e a forga a que estd submetido um atomo 
do piano s. 

A equagao de movimento de um atomo do piano s e 
d?u t 

W-^r = C(u. t+ i + u v _! -2uJ , (2) 

onde M <5 a massa do atomo. Estamos interessados em solugoes nas quais todos os desloca- 
mentos tern a mesma variagao com o tempo exp(-iatf). Nesse caso, dhijdt 2 = -uhi, e a Eq. (2) 
se toma . . .. 

-Mh>\ = C(u J+l + u,_, - 2 ii,) . (3) 

As solugoes desta equagao sao ondas progressivas da forma 

«,ii = « exp (isKa) exp(± iKa) , (4) 

onde aea distancia entre os pianos e K e o modulo do vetor de onda K (daqui em diante, a 
expressao m6dulode serd omitida e K sera chamado simplesmente de vetor de onda). O valor 
de a depende da diregao de K. 

De acordo com as Eqs. (3) e (4), temos: 

— <u 2 Mw exp(wXfl) = C«|exp[i(.v + l)Ka] + exp[i(.v - l)Ka] - 2 exp(tsKa)) . (5) 

Dividindo ambos os membros port/ exp(is&2), temos: 
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Capitulo Quatro 


(o 2 M= -C[exp(iKa) + exp(-iKa) -2] . (6) 

Como exp(iKfl) + exp(— iKa) = 2 cos Ka, a relagao de dispersao riXX) e dada por 

u> 2 = (2C/MH1 - cos Ka) . (7) 

Os limites da primeira zona de Brillouin estao em K = ±v ia. De acordo com a Eq. (7), a 
inclinagao da curva de wem fungao de K e zero no limite da zona: 

dur/dK = (2C«/M)sen Ka = 0 (8) 

Em K = ±7r/fl, pois para estes valores de K, sen Ka = sen(±7r) = 0. O signifieado especial dos 
vetores de onda que correspondem aos limites sera discutido mais adiante. 

Usando uma identidade trigonometrica, a Eq. (7) pode seresc rita na forma 

<o 2 = (4C/M)sen 2 $Ka ; fw = (4C/M) ,/2 [sen \ Ka Qj (9) 

A Fig. 4 mostra o grafico de io em fungao de K.~" 

Primeira Zona de Brillouin 

Apenas os valores de K que correspondem a ponlos no interior da primeira zona de Brillouin 
tern signifieado ffsico. De acordo com a Eq. (4), a razao entre os deslocan.entos de dois pianos 
contfguos e dada por 

w A + 1 u exp[j(s + l)Kzz j 

exp (MU =«P( iK »)- (10) 

A faixa de valores de -7r a + tt para a fase Ka cobre todos os valores independentes da expo- 
nencial. 

A faixa de valores independentes de K 6 dada por 


— tt < Ka s 7T , 




Esta faixa corresponde a primeira zona de Brillouin da rede linear, definida no Capitulo 2. Os 
valores extremos sao K, nix = ±77/12. Os valores de K fora da primeira zona de Brillouin (Fig. 
5) simplesmente reproduzein movimentos dos atomos descritos por valores de K dentro dos 
limites ±77 la. 

Podemos tratar urn valor de K fora destes limites subtraindo um multiplo inteiro de 27r/a, tal 
que o valor de K resultante esteja dentro destes limites. Suponha que K esteja fora da primeira 



Primeira zona de 
Brillouin 


Figura 4 Grafico de to em fun^ao de K. A regiao em que K •=« 1/a ou A > a corresponde a aproximayao da rede por 
um meio continuo; nesta aproxjma^ao, to e diretamente proporcional a K. 
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Figura 5 A onda representada pela curva eheia nao transporta mais informa^3o que a onda tracejada. Apenas coinpri- 
mentos de onda maiores que 2 a sao necessaries para representar o movimento. 


zona, mas um vetor K’ defmido por K' = K - 2Tm/a, onde n 6 um numero inteiro, esteja na 
primeira zona. Nesse caso, a razao dos deslocarnentos (10) se torna 

0,+j/u, = exp(tKa) si exp(i2im) exp [i(Ka - 2im)] s exp (iK'a) , (11) 

Porque exp(i27m) = 1. Assim, o deslocamento pode sempre ser descrito por um vetor de onda 
dentro da primeira zona. Observe que 2mx/a e um vetor da rede recfproca porque Ivfa e um 
vetor da rede recfproca. Assim, subtraindo de K urn vetor apropriado da rede recfproca, sempre 
podemos obter um vetor equivalente na primeira zona de Brillouin. 

Nos limites K wix = ± it! a da primeira zona de Brillouin, a solugao u, = u exp(«Xfl) nao repre- 
senta uma onda progressiva e sim uma onda estacionfiria. Nos limites da zona, sK,„.ji = ±sir 
e, portanto, 

u, = u exp( ± is tt) -u ( - 1 )* (12) 

A Eq. ( 12) 6 a equagiio de uma onda estacionaria: itomos adjacentes oscilarn com fases opostas, ja 
que u, = ± 1 dependenrlo de s ser um numero par ou um numero mnpar. A onda nao se propaga 
nem para a direita nem para a esquerda. 

Esta condigao 6 equivalente a reflexao de Bragg dos raios X: quando a equagao de Bragg e 
satisfeita, uma onda progressiva nao pode se propagar em uma rede, mas atraves de reflexoes 
sucessivas 6 estabelecida uma onda estacionaria. 

O valor crftico K ^ = ±77 la satisfaz a lei de Bragg 2d sen 0 = nA: temos 9 = r,d = a, K = 
2ir/A e n = 1, de modo que A = 2a. No caso dos raios X, n pode ser igual a um numero inteiro 
maior que a unidade porque a amplitude da onda eletromagn&ica tern um signifieado ffsico no 
espago entre os atomos, mas a amplitude do deslocamento de uma onda elastica s6 tern sentido 
na posigao dos atomos. 

Velocidade de Grupo 

A velocidade de transmissao de um pacote de ondas 4 a velocidade de grupo, dada por 

v R = dat/dK , 
ou 

v K = grad K w(K) , (13) 

o gradiente da freqiiencia em relagao a K. Esta 6 a velocidade de propagagao da energia no 
meio. 

No caso particular em que a relagao de dispersao e dada pela Eq. (9), a velocidade de grupo 
(Fig. 6) e dada por 

v R ~ (Car/M) m cos i Ka . (14) 
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Figura 6 Velocidade de grnpo o e em 
fur.pSo de K para urn crista] com a curva de 
dispersao da Fig. 4. No limite da primeira 
zona de Brillouin, K = m'a. a velocidade 
de grupo 6 zero. 


A velocidade de grupo se anula no limite da primeira zona de Brillouin, onde K = rrfa. Neste 
ponto, onda uma onda estacionaria, como em (12), e a velocidade de propagacao de uma 
onda estaciondria 6 zero. 

Limite para Grander Comprimentos de Onda 

Quando Ka 1, podemos usar a aproximagao cos Ka s 1 - !(&,)* e a relagao de dispersao 
( / ) se toma ~ r 

or = (C/M)KV~ . (15) 

O fato de quo a frequencia e diretamcnte proportional ao vetor de onda para grandes compri- 
mentos de onua equivale a dizer quo neste limite a velocidade do som e independente da 
frequencia. Para Ka < 1, o = <*’£. exatamente como na teoria das ondas elasticas contfnuas. 

Determine gao Experimental das Constante* de For$a 

Nos metars, as forgas efetivas podem ter um alcance relativamente grande e sao transferidas 
e ton para ion pelo mar de eletrons de condugao. Foram observadas interagoes entre pianos 
atom, cos separados por outros 20 pianos. Todemos estimar a constante de fon?a efetiva para 
dois pianos que nao sejam vizinhos mais pr6ximos a partir da determinagao experimental da 
fungao de dispersao <o(K). A generalizagao da relagao de dispersao (7) para o p-esimo piano 
mais proximo leva k equagao 1 

or = (2/A t) C,,( 1 - cos pKa) . (16 a ) 

Para obter a constante de forga interplanar C„, multiplicamos ambos os membros por cos rKa 
onde r 6 um numero inteiro, e integramos em relagao a K para a primeira zona de Brillouin: ’ 

r C Tr/ri 

Mj dK u>% cos rKa = 2 £ C„ I dK( 1 - cos pKa) cos rKa 

p > 0 J -i,la 

= —2vC r /a . (]6b) 

A integral e nula, a nao ser para r = p. Assim, 

r - Ma f* 2 

1 v 2 It) ( ° K cos pKa (17) 

fornece a constante de forga para dois pianos separados por uma distancia pa, para um cristal 
com uma base monoatomica. 
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VIBRAQOES EM CRISTAIS COM BASE DIATOMICA 

A relagao de dispersao apresenta novas caracteristicas quando a base da c^lula primitiva 
contem dois on mais Stomos. Em uma rede linear diatomica, a relagao de dispersao oj(K) apre- 
senta dois ramos, conhecidos como ramo acustico e ramo 6tico (Fig. 7). No caso de redes tridi- 
mensionais, temos modos longitudinais acusticos (LA) e transversais acusticos (TA) e modos 
longitudinals 6ticos (LO) e transversais dticos (TO). 

Se existein p atomos na cdlula primitiva, a relagao de dispersao possui 3 p ramos: 3 ramos 
acusticos e 3p - 3 ramos oticos. Assim, o germanio (Fig. 8a) e o KBr (Fig. 8b), que possuern 
dois atomos por celula primitiva, tern seis ramos: um LA, um LO, dois TA e dois TO. 

O numero de modos em cada ramo depende do numero de graus de liberdade dos atomos. 
Em um cristal com p atomos por cdlula primitiva e N celulas primitivas, existem pN dtomos. 
Cada dtomo possui tres graus de liberdade, um para a diregao x, outro para a diregSo y e outro 
para a diregao z, o que leva a um total de 3 pN graus de liberdade para o cristal. O numero de 
valores perrnitidos de K em um unico ramo 6 N para a primeira zona de Brillouin. 1 Assim, os 
ramos LA e TA possuern um total de 3 N modos, correspondentes a 3 N graus de liberdade. Os 
outros (3 p - 3 )N graus de liberdade estao associados aos ramos 6ticos. 

Considere um cristal cubico no qual atomos de M, estao em uma familia de pianos e atomos 
e massa M 2 estao em pianos que se intercalam com os da primeira familia (Fig. 9). Nao 6 essen- 
eial que as massas sejam diferentes, mas para que os dois dtomos da base estejam em sftios nio 
equivalentes 6 preciso que as constantes de forga sejam diferentes ou as massas sejam dife- 
rentes. Seja a a distancia entre pianos da mesma familia na diregao perpendicular aos pianos 
considerados. Vamos limitar nossa analise a ondas que se propagam em uma diregao, tal que 
um piano contenha apenas um tipo de atomo; dois exemplos sao a diregao [111] no NaCl e & 
diregao [100] no CsCl. 

Escrevemos as equagoes de movimento supondo que cada piano interage apenas com os vizi- 
nhos mais proximos e que as constantes de forga sao as mesmas para todos os pares de pianos 
vizinhos mais proximos. De acordo com a Fig. 9, temos: 

M , —j — C(v, + t? A _, - 2 uj ; 

1, <“> 

M 2 — j = C(« v+I + u, - 2vJ . 





Figura 7 Ramos 6tico e acustico da relagao 
de dispersao de uma rede linear diatdmica, 
mostrando as freqiiencias limite para K = 0 e 
K = K, lit = v la. A constante de rede 6 a. 


1 Most ramos no Capitulo 5, aplicando condi goes de contomo peribdicas aos modos de um cristal de volume V, que 
existe um valor de X para cada volume {lirffV do espago reciproco. O volume da primeira zona de Brillouin 6 (2 ir)W„ 
onde V r e o volume de uma celula primitiva do cristal. Assim, o numero de valores perrnitidos de K na primeira zona 
de Brillouin 6 V/V r , que 6 igual a N, o numero de celulas primitivas do cristal. 
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K/K ^ na diregao [111] 

Figura 8a Rela?5es de dispersAo de fonons na dire?5o [111] 
em germanio a 80 K. Os dois ramos do niodo acustico, TA a 
LA. sao horizontais no limite da primeira zona de Brillouin, 
^,,,4, = ( 2 -7J7 a ) [ i 1 4 ] - Os ramos TO e LO coincident para K = 
0; isto 6 uma eon»eqii€ncia da simetria da rede eristalina do 
Ge. Os resultados foram obtidos por G. Nilsson e G. Nelin 
usando a tecnica de espalhamento de neutrons. 



K/K, ll4> na dire^ao [111] 


Figura 8b Curva de dispersao na direct) 
[111] em KBr a 90 K, deacordocom A.D.B. 
Woods, B.N. Brockhouse, R.A. Cowley e VV. 
Cochran. As freqiiencias dos ramos TO e 
LO extrapoladas para K = 0 sao chamadus 
de at, e oi, , respectivamente. 


Estamos intcressados em uma solugao na forma de uma onda progressiva, agora com dife- 
rentes amplitudes u ev para duas famtlias de pianos: 

n, = u exp(isKa) exp(-fwf) ; v 2 = v exp(LsKa) exp(-iajt) . (19) 

Observe quc defmitnos a na Fig. 9 como a menor distancia entre pianos da mesma famflia, e 
nao como a distancia entre pianos vizinhos mais prdximos. 

Substituindo a Eq. (19) na Eq. (18), temos: 

-a> z M,u = Co[l + exp(-iKfl)] - 2 Cu ; 

-u> 2 M 2 v = Cu[ttxp(iKa) + 1] - 2 Cv . (20) 

Este sistema de equagGes homogeneas tern solugao apenas se o determinante dos coeficientes 
das incGgnitas u e o for nulo: 

2C-M l d) 2 -C[l + exp(tKa)] _ 

— C[1 + exp(iKa)] 2C - M 2 (o 2 U ’ < 21) 


M,M 2 <u 4 - 2C(M ] + M 2 )cj 2 + 2C 2 (1 - cos Ka) = 0 . (22) 

Podemos resolver esta equagao exatamente para obter o valor de or 2 , mas e mais simples 
examinar os casos limite Kfl<^leKn = ±7r, no limite da primeira zona de Brillouin. Para 
pequenos valores de Ka, cos Ka = 1 - |A?a 2 e as duas raizes da Eq. (22) se tomam 


“ ia2C fe + s; 

^jSw, kV 


(ramo otico) ; 


(ramo acustico) . 


(24) 
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Figura 9 Estrutura de um cristal diatomico, com as massas M, e M 2 submetidas a uma intera<,ao cuja constante de 
forva <5 C para Atomos situados em pianos adjacentes. Os deslocamentos dos atomos M , sao chamados de 
e os dos Stomos M, de o. ,, v„ o. . , . A distancia entre pianos da mesma famflia na direvao do vetor de onda K6a. Os 
Atomos estao representados na posi^ao de equilfbrio. 

A amplitude da primeira zona de Brillouin 6 -7 r/o ^ K ^ v la, sendo a a distancia de repetigao 
da rede. Para K^ = ±n/a, temos: 


cj 2 = 2 C/M, 


or = 2 C/M, 


A Fig. 7 mostra a variagao de <o com K para Af, > M 2 . 

A Fig. 10 mostra os deslocamentos dos atomos nos modos transversal acustico (TA) e trans- 
versal 6tico (TO). No caso do ramo 6tico, para K = 0, temos, substituindo a Eq. (23) na Eq. 
( 20 ): 

s~h!- <26) 

Os atomos vibram em sentidos opostos, mas o centra de massa permanece fixo. Se os Atomos 
possuem cargas opostas, como na Fig. 10, podemos excitar um movimento deste tipo com o 
campo eletrico de uma onda luminosa: <5 por isso que este ramo £ chamado de ramo dtico. 
Para um valor generico de K, a razao u/v € um numero complexo, como se pode ver em qual- 
quer das Eqs. (20). Outra solugao da razao de amplitudes para pequenos valores de K 6 u = 
v, obtida fazendo K = 0 na Eq. (24). Os atomos (e sen centra de massa) se movent no mesmo 
sentido, como as parti'culas de uma onda acustica classica; 6 por isso que este ramo 6 chamado 
de ramo acustico. 

Observando a Fig. 7, vemos que nao existem ondas progresses com freqiiencias entre (2 Cl 
M,) 1/2 e (2C/M 2 ) m . A existencia de uma banda proibida de freqiiencias no limite K^ = ±n/a 6 
uma caracteristica geral das ondas elasticas em cristais com base poliatomica. 


Figura 10 Ondas transversal otica 
e transversal acustica em uma 
cadeia linear diatomica, ilustradas 
pelo deslocamento dos atomos para 
dois modos com o mesmo compri- 
mento de onda. 




Mode acustico 
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QUANTIZA^AO DAS ONDAS ELASTICAS 

A energia das vibragoes da rede cristalina e quantizada. O quantum de energia e chamado 
de fonon, em analogia com o foton das ondas eletromagn^ticas. A energia de urn modo elas- 
tico de freqiiencia angular co 4 

; . e = (n + 1 )fi<o (27) 

quando o numero quantico de excitagao do modo 4 n, ou seja, quando o modo 4 ocupado por 
n fonons. O termo ±fia> 4 a energia de ponto zero do modo. Este termo est4 presente tanto 
no caso dos fonons com no caso dos fotons, jii que sao equivalentes a um oscilador harmonico 
quantico de freqiiencia at, cujos autovalores de energia tambem sao dados por (n + \)tico. A 
teoria quantica dos fotons 4 apresentada no Apendice C. 

Podemos quantizar a amplitude m£dia quadrdtica de uma onda eldstica em termos de fonons. 
Considere um modo de oscilagiio estacionario dado por 

u = u„ cos Kx cos cot . 

Onde u 6 o deslocamento de um elemento de volume do cristal em relagao a sua posigao de 
equilibrio no ponto x. Como acontece com qualquer oscilador harmonico, a media no tempo 
da energia do modo se divide igualmente entre energia cin^tica e energia potencial. A densi- 
dade de energia cinetica 6 \p{duldt)\ onde p 4 a massa especffica. Em um cristal de volume V, 
a integral de volume da energia cinetica 4 pVahils?x\ 2 ojt. A energia cinetica m6dia e 

Sp\V»o = d(» + , (2fi) 

ja que <sen 2 &*> = O quadratic da amplitude do modo e 

>4 = 4{« + \)hipVo) . (29) 

A Eq. (lJ) relaciona o desloci'.mento de um modo ao numero de ocupagao n do modo. 

Qual e o sinal de to? A partir de equagees de moviincnto como (2) obtemos equagoes em uT, 
de modo que se o valor de or for positive, o sinal de oo pode ser positivo ou negativo. Entretanto, 
como a energia de um fonon deve ser positiva, 4 natural e adequado que seja tornado o sinal 
positivo de at. Se a estrutura cristalina 4 instavel, o valor d ear 4 negativo e co 4 irnaginiria. 

MOMENTO DE UM FONON 

Um fonon de vetor de onda K interage com particulas como fotons, neutrons e efotrons como 
se tivesse um momenta hK. Entretanto, um fonon nao possui nenhum momento. 

A razao pela qual um fonon de uma rede cristalina nao possui nenhum momento 4 que a 
coordenada de um fonon (a nao ser para K = 0) envolve as posigoes relativas dos atornos envol- 
vidos. Este caso 4 andlogo ao de uma mclecula de H 2 , em que os modos de vibragao envolvem a 
coordenada relativa r, - r 2 e nao possuem momento linear; a coordenada do centra de massa, 
|( r i - r i). corresponde ao modo uniforme K = 0 e, portanto, tambgm nao possui momento 
linear. 

Nas transigoes entre os estados quanticos nos cristais, os vetores de onda dos fonons obedecem 
a certas regras de selegao. Como vimos na Capitulo 2, o espalhamento eldstico de um foton de 
raios X por um cristal 4 govemado pela regra de selegao de vetor de onda 

k' = k + G , (30) 

onde G e um vetor da rede reciproca, k 4 o vetor de onda do fdton incidente e k' 4 o vetor 
de onda do foton espalhado. No processo de espalhamento, o cristal como um todo sofre um 
recuo de momento -hG, mas este momento do modo uniforme raramente e considerado de 
forma explfcita. 
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A Eq. (30) 4 um exemplo da regra segundo a qual o vetor de onda total de duas ondas que 
interagem 4 conservado em uma rede periddica, com a possfvel adigao de um vetor G da rede 
reciproca. O momento verdadeiro do sistema como um todo 4 sempre conservado. Se o espa- 
lhamento do fdton 4 inelastico, com a criagao de um fonon de vetor de onda K, a regra de 
selegao do vetor de onda se toma 

k' + K = k + G (31) 

Se um fonon K 4 absorvido no processo, a relagao se toma 

k' = k + K + G . (32) 

As Eqs. (31) e (32) sao extensoes naturais da Eq. (30). 


ESPALHAMENTO INELASTICO DE FONONS 

As relagoes de dispersao de fonons <u(K) sao muitas vezes determinadas experimentalmente 
por espalhamento inelastico de neutrons com a emissao ou absorgao de um fonon. Os neutrons 
interagem principalmente com os nucleos atomicos. O espalhamento de um neutron por um 
itomo da rede cristalina 4 descrito por uma regra de selegao, 

k + G = k' ± K , (33) 

e pela lei da conservagao de energia. Na Eq. (33), Keo vetor de onda criado ( + ) ou absorvido 
(-) no processo de espalhamento e G 4 um vetor da rede reciproca. No caso de um fonon, o 
valor de G deve ser tal que K esteja na primeira zona de Briilouin. 

A energia cinetica do neutron incidente e p 2 / 2A/„, onde M„4 a massa do neutron. O momenta 
p 4 dado por /ik, onde k 4 o vetor de onda do neutron. Assim, a energia cinetica do neutron 
incidente 4 fi 2 b/2M n . Se k' 4 o vetor de onda do neutron espalhado, a energia do neutron espa- 
lhado 4 trk 2 /2M„. De acordo com a lei de conservagao da energia, temos: 


h 2 k 2 _ h-k' 2 
2M„ 2 M„ 


± ha) , 


(34) 


onde hat 4 a energia do fonon criado ( + ) ou absorvido (-) no processo. 

Para determinar experimentalmente a relagao de dispersao usando as Eqs. (33) e (34), 4 
preciso determinar o aumento ou diminuigao de energia dos neutrons espalhados em fungao 
da diregao de espalhamento k - k'. Os resultados para o germanio e o KBr aparecem na Fig. 
8; os resultados para o s6dio, na Fig. 1 1. A Fig. 12 mostra um espectrometro usado em estudos 
de fonons. 
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Figura 11 Curva.s de dispersao em um cristal de s<5dio a 90 K para ondas se propagando nas direfoes [001], [110] 
[1 11]. Os resultados foram obtidos por A.D.B. Woods, B.N. Brockhouse, R.H. March e R. Bowers. 
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Figura 12 Espectrfimetro de neutrons de triplo eixo do Brookhaven National Laboratory. (Cortesia de B.H. Grier.) 

RESUMO 

• O quantum de vibrayao da rede cristalina t chamado de fonon. Se a frequencia de vibracao 
€ to, a energia do fonon e ho>. 

Quando urn fonon de vetor de onda K 6 criado pelo espalhamento inelastieo de urn foton 
ou neutron de vetor de onda k para k\ a regra de seleyao que govema o processo e 

k = k' + K + G , 

onde G e uin vetor da rede reciproea. 

• Todas as ondas elastieas podem ser descritas por vetores de onda que estao na prirneira zona 
de Brillouin do espayo recfproco. 

Se existem p atomos na cdula pri.nitiva, a relayao de dispersao possui 3 ramos acustieos e 
3 p - 3 ramos dticos. 

Problemas 

1. Cadeta linear monoatomica. Considere uma onda longitudinal 

h „ = a cos(att - sK/i) 

que se propaga ein uma oadeia linear monoatomica de atomos de massa A/, espayamento a e inte- 
rayao entre vizinhos inais pr6ximos C. 

(a) Most re que a energia total da onda e 

E=U/S (</«., kit f + i C 2 («,, - «, + 1 ) 2 . 

onde s se estende a todos os atomos. 

(b) Substituindo u, por seu valor nesta expressao, mostre que a energia media por atorno e dada 
por 

Marti 1 + ! C( l — cos Kn)n~ = s Muru 1 
onde foi usada a relayao de dispersao (9). 
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i 2 . Equafdo de uma onda continua. Mostre que para grandes comprimentos de onda a equayao de 
movimento (2) se reduz a equayao de uma onda continua 

r) 2 « _ 2 < 

f St 2 ° ar 2 ’ 

onde v 6 a velocidade do som. 

3. Base de dots atomos diferentes. Para o problema associado as Eqs. (18) a (26), determine a razao 
das amplitudes dos dois modos, u/v, em K^, = it! a. Mostre que para este valor de K as duas redes 
se comportam como se nan estivessem acopladas: uma das redes permanece em repouso enquanto 
a outra se move. 

4. Anomalia de Kohn. Suponha que a constante de for^a C p entre pianos s es + p seja da forma 

sen pk„a 

onde A e k„ sao constantes e p 6 um numero inteiro. Uma interayao com esta forma € esperada nos 
metais. Use esta equayao e a Eq. (16a) para determinar expressoes para w 2 e duP/dK. Mostre que 
daPldK 6 infinita para K = k (l . Assim, um grdfico de of em funyao de K ou de a> em funyao de k possui 
uma tangente vertical no ponto Jt 0 ; a relayao de dispersao de fonons <o(K) apresenta uma anomalia 
em k 0 . 

5. Cadeia diatomic a. Considere os modos normals de uma cadeia linear em que as constantes de forya 
entre vizinhos mais proximos sejam altemadamente C e IOC. Suponha que as massas sao iguais e 
que a distancia entre vizinhos mais prdximos 6 a/2. Determine cj(K) em K = 0 e em K = v/a e faya 
um esboyo da relayao de dispersao. Este problema Simula um cristal de mol£culas diatfimicas como 
oH,. 

6. Vibrafdes atomic as em um metal. Considere ions pontuais de massa M e carga e imersos em um 
mar uniforme de eUitrons de conduyao. Suponha que os ions estao em equilibrio com as posiySes de 
equilibrio estavel, formando uma rede cristalina. Se um ion 6 deslocado de uma pequena distancia 
r em relayao 5 posiyao de equilibrio, a forya restauradora se deve principalmente & carga eletronica 
no interior de uma esfera de raio r e centra na posiy3o de equilibrio. Tome o numero de ions (ou de 
el£trons de conduyao) por unidade de volume como sendo igual a 3/4nR 3 , o que define o valor de 
R. (a) Mostre que a frequencia de oscilayao de um ion deslocado em relayao k posiyao de equilibrio 
e depois liberado 6 dada por w = (eVMR 3 ) 1 ' 2 . (b) Estime o valor desta frequencia para o s6dio. (c) 
Usando os resultados dos itens (a) e (b) e um pouco de bom senso, estime a ordem de grandeza da 
velocidade do som no sodio. 

*7. Modos de fonons macios. Considere uma linha de ions de mesma massa e cargas altemadamente 
positivas e negativas, com e p = e(-l) p como a carga do ion de ordem p. O potencial interatomico € a 
soma de duas contribuiyoes: (1) uma interayao de curto alcance, de constante de forya C CA = y, que 
age apenas entre vizinhos mais prdximos, e (2) uma interayao eletrostdtica entre todos os ions, (a) 
Mostre que a contribuiyao da interayao eletrostitica para as constantes de forya 6 C pE = 2(-l)''e 2 /pV, 
onde a 6 a distancia entre vizinhos mais prdximos na posiyao de equilibrio. (b) A partir da Eq. (16a) 
mostre que a relayao de dispersao pode ser escrita na forma 

wr/tof, -sen 2 {Ka + o-Sf-D'’ (1 ~ eo spKa)p~ 3 , 

P~ * 

onde tag = 4y/M e tr = eVya 3 . (c) Mostre que of 6 negativa (modo instavel) no limite da prirneira zona 
de Brillouin Ka - Trpara <r> 0,475 ou 4/7 ^(3), onde {6 uma funyao zeta de Riemann. Mostre ainda 
que para pequenos valores de Ka a velocidade do som € imaginaria se <r > (2 In 2)~’ = 0,721. Assim, 
of tende a zero e a rede e instavel para algum valor de Ka no intervalo (0,7r) se 0,475 <cr< 0,721. 
Observe que o espectro de fonons nao 6 o de uma rede diatomica, porque a interayao de qualquer 
ion com os vizinhos 6 a mesma. 


’ Este problema 6 muito dificil. 






CAPITULO 5: FONONS II. PROPRIEDADES TERMICAS 


Neste capitulo discutimos a capacidade termica de um gas de fonons e os efeitos de intera- 
goes anarmonicas sobre os fonons e sobre o cristal. 

CAPACIDADE TERMICA DE UM GAS DE FONONS 

O termo "capacidade termica” em geral 6 usado para designar a capacidade termica a volume 
constante, que 6 mais fundamental que a capacidade termica a pressao constante, a grandeza 
que e medida experimentalmente. 1 A capacidade termica a volume constante € definida como 
C v — (dU/eT) v , onde U e a energia e T e a temperatura. 

A contribuigao dos fonons para a capacidade termica de um cristal € chamada de capacidade 
termica da rede cristalina e representada por C rwle . A energia total dos fonons em um cristal a 
temperatura T pode ser escrita como a soma das energias para todos os fonons, caracterizados 
por vetores de onda K e indices de polarizagao p: 


U\M - X X - X X 

K p K )> 


(l). 


onde (n Kl ) 6 o numero m£dio de fonons de vetor de onda K e polarizagao p em equilibrio 
t6rmico, O valor de (n Kp ) e dado pela distribuigao de Planck: 

1 


<"> = - 


( 2 ) 


exp(fio)/T) — 1 

onde r = k B T e o simbolo (...) representa a m£dia de uma distribuigao em equilibrio termico. A 
Fig. 1 mostra o grafico de (n) em fungao de k B Tlhw. 

Distribuigao de Planck 

Considere um conjunto de osciladores harmonicos identieos em equilibrio terrnico. A razao 
entre o numero de osciladores no estado quantico de excitagao de ordem n + 1 e o numero de 
osciladores no estado de ordem n 6 dado por 

N, l+ |/N„ = exp(— hw/r) , T = k B T , (3) 

assim, a fragao do numero total de osciladores que se encontra no estado quantico de ordem 
n 6 


N„ _ exp(— n hto/r) 


2 ex p( - - sAw/T ) 

v=0 v = () 

Vemos que o numero m£dio de osciladores 6 dado por 

2* exp(-sft<u/r) 

(n) = . 

2 exp( —shcj/r) 


Os somatririos de (5) sao 






(4) 


(5) 


( 6 ) 


'De aeordo com uma equayao da termodinamica, C,, - O, = QarBVT. onde afo coeficiente de expansao linear, V 6 o 
volume e B e o modulo de elasticidade. A diferenya entre C p e C, nos s6lidos 6 geralmente pequena e pode ser igno- 
rada. Quando T -» 0, C v — C /3 se ate B permanecerem constantes. 
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or* x - exp(-Wr). Atom. podemo, evcrever ( 5 , „ a forma j, de ^ 

(n) = ~j~ = L. 

1 x expihat/r) - l (7 

Contagem dos Modos Norman 

'&£££?&& de « ... osciladores de freqt,^ ^ „ 

i;,vv ***** 

K 7 exp^o^yV) - 1 ■ (M 

energia <5 dada por P ? P 31X3 de frequences dewawH- dw, a 


U = 2 fdco D (&) — 
p J exi 


ha) 

:p (hco/r) — i 


temperature. Fazenda^*^ a energia em relagao a 

»/ e caltulando a denvada parcial dU/ST, obtemos: 


f; l«- J dot D p ( 


•r. —r . 

(exp.c - l) 2 


Es ,„ 

dos 

Demidade de E,ladm em Uma Uimemdo 
«UMA ton*,: “•«»«*“• a-*""* *>«,» deslocumento dn| 

M * = «(0) exp( -iio^t) sen sKa , 

vrfow S ' vetor de onda K estd limitado pelas condiydes de contomo arw 


K = Z, *2 

L ' L ' 


(N - l)y 
L 


A solufao para K = tt/L 6 da forma 

u, v « sen (s-tru/L) 

’ se anula p a „ s . D e , , N, co.no exigcn, aa condiyOe, de contomo. 


Figura 2 Rede unidimensional dp w + i * * JO 

extremidades. em - 0 e> . 10. se ^tenhZl ? )nt0mo ** ^partfeulas das 

deslocamentos longitudinals como para desfocamentos taZ^T So %?"***" mod ° S “&»*. para 


i 
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feiwHlfe-' Mg“ ra 3 A eondivao de contomo sen sKa = 0 para s « 10 node ser r. , __ A 


," * «* * K-n « da forma u. « ,en m a,. yi.raiii,., q „. todos „ 

extern N - valores mdependen.es de A em (12). Este numero e igual an numTro de parti- 

^Zl^r T~ ^ permilido de * «« woci*b a uma onda estacioniha 
' eZZ .1 i* U " ld ' meMI0 " al - e ™ ,e ujjnsfcpaiia da intervalo & K ■ irt. e. nortamo o 
numero de modos por intervalo unilario de K e Ui, para K^rfTe Tpem K > rrif 

Eostem Ires polanza t 6es p para cada valor de K; em uma dimensio, duas destas polarlzacOes 
SJO transversals e uma t longirodinal. Em „a s dimensees. as potato**, sun simples JZ 
para vetores de oi>da em certas direfnes especiais. ^ 

ilimOa.In f"" P "“ modos «• Tnpregado. CoHsidemmos n mein como 

toltado, mas engmios que a jn lnyao seia p gaSdica para uma disiSncia L motto major one a 
disunion , mleratonnca, on scja, Impomos a eondieao ,,(.«) = „(,» + £.). No cas0 d(> J 

ZoZT^Z^Td 7 ^ PCri,k;i ‘' a ' <FiSS ' 4 ' *» ”»» m " d - » »<» do 

prooiema iNa solucao de und.t n rofmd s.si\;i u - u:0) e-xnlf'cA’e, , , ni i , 

(j e ^ s - 0 — - — 4 — ® — exp|i v s^/7 - <<y)], o.s valores permittdos 


Eo (121 ro J e " U " ,,fra « a0 lon,ece 0 numero de modos (o,n por dtomo mdvelj da 

q. (12), mas agora temos valores positives e negatives de K. com o intervalo IK . 2vl. cntre 
valores sueess, vos de K. No caso de conditoes de contonlo pehddicas, o numero de modos mm 
mtetvalo unitano de KdL/2mpara -ir/u srs n/a e 0 para qualquer outro iralor delCA situ- 
a?a(3 no caso de uina|ede bidimensional est* representada na Fig. 6. 

Precisamos conbecer D<*)), 6 numero de modes por unidade de faixa de freqiiendia mh 

(o e dado, em uma dimensao, pela expressao ^ 

DA<d)d<o^^du) = ^--^-. v.-n 

v (loj TT dto/dK ‘ ii5) 



Figura 4 Consider N partfculas situadas sobre uma circunferencia e acopladas 
por molas eldsUcas, Em um mode nonnai. o dedocamento « do 4 tomo a < da forma 
f ° U C .° S SKa ‘ eSt6S S3 ° 7 d ° S inde P endentes De ^rdo com a periodicidade 

ftT rur a cofidi ?aoie contomo /,, = u . para qua i quer va]or de 
’ S4 ° S 1 f lf,C “ f 5 deVe ser um m, 3 lti P l0 de 2 ir. Para N = 8 os valores 

independentes de 1 C sao 0 , 2 Tt/Sa, 4 -n/Sa, 671/80 e 8 ir/Ha. Os valores K = 0 eK = S irf 8 a 
nao facem sentido para os modos dpo seno, jfi que sen sOa = sen ( 8 * 8 .) = 0 . Os 
outros res valores de K s 3 o permihdos tanto para os modos trpo seno como para os 

narttuST ' Sen0 ' ° Z* Tf* ^ ^ ^ de Oito modos P^a as oito 

part cu as. Assim, a condi 9 5o de contomo penddica leva a um mode permitido por 

^tpTZTrr: aCOnteCe COm “ COndit5eS de * extremidades 

ocas das Figs. 2 e 3. Se tiv^ssemos escrito os modos na forma complex* exp(isKc) a 

conAtao de contomo penddica levaria a oito modos com K = 0, ±2vMa±4idNa 
_ow/va e ±HmNa, como na Eq. (14>. 
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Nir fi tr 

' r. l 


4ir 2 tt 

' I. L 


2n 4tt 

L L 


Sir Nit 

L L 


Figura 5 Valores permitidos do vetor de onda K, para condigoes de contomo periddicas aplicadas a uma rode linear 
de periodieidade X = 8 em uma linba de comprimento L. A solugao K = 0 corresponde ao modo unifcrme. Os pontos 
especiais ±Xir/l. representam uma unica solugao. que exp(im) = expi-iws). Assim, existem oito modos permitidos, 
com desIr>camentos doatomode ordem s proporcionais a 1, exp(±i7Js/4), exp(±im/2), exp(±i3m/4) e exp (±ins). 


Podemos obter a velocidade de grupo dui'dK a partir da reiagiio de dispersao <o(K). Existe uma 
singularidade em D,( u>) nos pontos em que a curva de dispersao e horizontal, on seja, nos pontos 
em que a velocidade de grupo se anula. 

Densidade de Estados em Tree Dimemoes 

Apiicando condigoes de contomo peri6dicas a N 3 celulas primitivas dentro de um cubo de 
aresta L, o vetor de onda K 6 determinado pela condigao 


exp{i(K x x + Kyij + ICz)] = exp{i[/C,.(x + L) + fyy + L) + K.(z + L)]j , (16) 


e, portanto, 


K x , 1C. K. = 0 ; ± 


L ’ ~ L ’ 


Assim, existe um valor permitido de K para cada volume ( 2-rr/L ) 3 no espago reciproco, i 
seja. 


valores permitidos de K por unidade de volume no espago reciproco, para cada polarizagao e 
para cada ramo. O volume do cristal e V = L 3 . 

De a cordo com a Eq. (18), o^jjffrb total de modos com vetor de onda menor que K e 
(L/27r)|vezes o volume de uma eslera deTalo K. Aisim, 

N = (L/27rf(4irK ] /3) (1.9) 

para cada polarizagao. A densidade de estados para cada polarizagao 6 

DM = dN/da) = (VK 2 /2ir)(dK/du}) . (20) 



Figura 6 Valores permitidos no espago reciproco do 
vetor de onda K para uma rede quadrada de constante 
de rede a, com condigoes de contomo periodicas apli- 
cadas a um quadrado de lado L = 10a. O modo uniforms 
esta assinalado com um X. Existe um valor permitido 
de K para cada Area i2ir/l0a)- = ( 2n/L) 2 e , portanto, 
dentro de um circulo de raio irK 1 o niimern de pontos 
permitidos e TrK-(,L/2ir) 2 . 
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p) O Modelo de Debye 

ff- ; : Na aproximagao de Debye, a velocidade do som e tomada como sendo constante para cada 

tipo de polarizagao, como se o meio fosse contsnuo. Nesse caso, a relagao de dispersao assume 
a forma 

■ u) = vK , (21) 

onde o 6 a velocidade do som. 

A densidade de estados (20) se tom a 

D M) - Vu^/2Tro^(^ (22) 

Se o cristal cont£m N celulas primitivas, o numero total de modos aciisticos 6 N. De acordo 
com a Eq. (19), existe uma freqiiencia de corte dada por 

wjj = 67 rv 3 N/V . (23) 

A esta freqiiencia corresponde um vetor de onda de corte no espago reciproco: 

K n = oj d /v = (6ti>N/V) U3 . (24) 

No modelo de Debye, nao sao permitidos modos com vetor de onda maior que K 0 , ja que o 
numero de modos com K < K n esgota o numero de gratis de liberdade de uma rede monoa- 
■ t 6 mica. 

A energia ttSrmica (9) e dada por 

u = • (25 > 

para cada tipo de polarizagao. Para simplificar o problema, vatnos super que a velocidade 
dos fonons e independente da polarizagao. Nesse caso, multiplicanao a Eq. (25) por tres, 
obtemos: 

,, _ 3 VA f- , w 3 3 Vk\r , x 3 
U 2v*v 3 Jo d< °e^ T -l 2ir 2 v 3 fi 3 l d% e‘ - l ' (26) 


onde x = hojir = fiai/kgT e 


x D = h(o n /k H T = 6/T . 


A Eq. (27) define a temperatura de Debye, 9, em fungao da freqiiencia co D definida pela 
Eq. (23). A temperatura 9 pode ser expressa na forma 


he (VirN 


e, portanto, a energia total dos fonons e 




onde N e o numero de atomos do cristal ex n = 9/T 

Para determinar a capacidade formica, basta derivar a expressao do meio da Eq. (26) em 
relagao a temperatura. O resultado 6 o seguinte: 

3 Vft 2 f wn . M , /rV f T|) r 

V " 2MJ* l {e h,,lT — l) 2 " Jo dx (T^T) 5 • (30) 

A Fig. 7 mostra o grafico da capacidade termica de Debye, em fungao da temperatura reduzida 
9/T. Para T > 9, a capacidade termica tende para o valor classico, 3 Nk B . Os valores experimen- 
tais para o silicio e 0 germanio aparecem na Fig. 8. 


Capacidade termica (J inoi 1 - 
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Figura 7 Capacidade termica C, de urn sAlkto 
no modelo de Debye. A escala horizontal e a 
razao entre a temperatura absoluta e a teinpr- 
ratura de Debye. A capacidade tlrniica c 
proporcional a V para T < 0, 1 0 e trade para 
24,943 J-mof'-K' 1 quando T — ► a>. 


A Lei de Debye 

Em baixas temperaturas, podemos obter uma boa aproximagao fazendo o limite superior da 
Eq. (29) tender a infinito. O resultado £ o seeuinte: 

onde o limite do somaterio pode ser encontrado em mannais de matematica. Assim U * 
v Tr'NkpT'/o fP para r<§ t?e, portanto, 

C v “ ^ Nk,(^j = 234 . (32) 

9 ,|M e a ^ ei Debye. Os resultados experimenlais para o argonio aparecem na Fig. 9. 

A lei de Debye 6 uma excelente aproximagao em baixas temperaturas, ou seja, quando os 
unices modes acusticos termicamente excitados sao os modes de grandes comprimentos dr 
onda. Estes sao exatamente os modos para os quais o cristal pode ser tratado como urn meio 
continuo, com constantes elasticas macroscopicas. A energia dos modos de pequeno compri- 
rnento de onda (para os quais esta aproximagao nao se aplica) <§ grande demais para que sejam 
excitados significativamente em baixas temperaturas. 

Podemos entender quahtativamente a lei de Debye atrav^s de urn raciocinio simples (Fig 
10). Apenas os modos de vibragao com hco < k B T sao excitados significativamente em baixas 
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Figura 9 Capacidade tdrmica de um crista! dc argonio em baixas temperaturas em fun ? 3o de T\ Os resultados estao 
em excelente concordancia com a lei de Debye para i9 = 92,0 K. (Cortesia dc L Fincgold c N.E. Phillips.) 


temperaturas. A excitagao desses modos e aproximadamenle ciassica e cada modo possui uma 
energia da ordem de k B T, como mostra a Fig. 1. 

Do volume permitido no espago K, a fragao ocupada pelos modos excitados e da ordem de 
(<u/a> D ) 3 ou (Kt/Kb) 3 , onde K r 6 um vetor de oiida''termico” definido de tal forma que fivK T 
= k e T e K d 6 o vetor de onda de corte de Debye. Assim, a fragao ocupada e {T/9? do volume 
total no espago reciproco. Existem da ordem de 3 N(T/0) 3 modos excitados, cada um com uma 
energia k B T. A energia 6 ~3Nk„T(T/0 ) 3 e a capacidade termica 6 ~\2Nk B (T/0) 3 . 

No caso de cristais reais, a temperatura abaixo da qual a lei de Debye constitui uma boa 
aproximagao 6, em geral, muito pequena. Pode ser necess£rio reduzir a temperatura a menos 
de ^50 para obter uma boa concordancia com a lei de Debve. 

A Tabela 1 mostra os valores da temperatura de Debye para alguns elementos. Observe, por 
exemplo, que no caso dos metais alcalinos o valor de 66 menor para os elementos mais pesados; 
isto acontece porque a velocidade do som diminui com o aumento da densidade. 



hut D = tivK D = k B 0 
*vK t = k B T 


Figura 10 Para obter uma explica<;ao qualitativa da lei de Debye, supomos 
que todos os modos com vetor de onda menor que K r tern a energia tdrmica 
ciassica k,T e que os modos com vetor de onda entre K T e o comprimeqto 
de onda de corte K 0 nao sao excitados. Dos 3 N modos possfveis, a fra^o 
de modos excitados 6 (K^JK n f = (T/9?. j4 que esta 6 a raz3o entre o volume 
da esfera menor e o volume da esfera maior. A energia 6V~ k,T3N(T/9) 3 
e a capacidade tdrmica 4 C v = SU/oT- \Wk B (T/9f. 
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O Modelo de Einstein 

Considere N osciladores unidimensionais de mesma freqiiencia A densidade de estados 
de Einstein £ D(to) = co,,) em que a fungao delta esta centrada em A energia termica 

do sistema 6 


U = N(n)ha) = 


Nho) 
e r,u,T - 1 


(33) 


onde a freqiiencia co u e substituida por co por conveniencia. 
A capacidade termica dos osciladores, dada por 


r - dU) = Nk f*g r +* - 

Cv ~\dTj v N b \ t ) (e Mr -l) 2 ’ 


(34) 


esta plotada na Fig. 11. A Eq. (34) expressa o resultado obtido por Einstein em 1907 para a 
contri'buigao de N osciladores identieos para a capacidade termica de urn sdlido. Em tres dimen- 
soes, N deve ser substituido por 3 N, ja que existem tres modos por oscilador. Como no modelo 
de Debye, o limite de C v em altas temperaturas 6 o valor classico 3 Nk B , conhecido como valor 
de Dulong e Petit. 

Em baixas temperaturas, a capacidade termica dada pela Eq (34) varia exponencialmente, 
com eKpi-hoj/r), enquanto experimental mente a capacidade termica varia com V, o que esta 
de acordo com o modelo de Debye, discutido anteriormente. Assim, o modelo de Einstein nao 
deve ser aplicado em baixas temperaturas. Por outro lado, por se tratar de urn modelo mais 
simples, tern sido usado para descrever a parte de alta frequeneia do espeetro de fonons. corres- 
pondente aos modos dticos. 


A Exfjressdo Geral de D((o) 

Estamos interessados em obter uma expressao geral para D{ot), o numero de estados por 
intervalo de frequeneia, a partir da relagao de dispersao o>(K). O numero de valores permitidos 
de K para os quais a freqiiencia dos fonons esta entre (oe w + dw e dado por 


D{co) da ) 




(35) 


onde a integral se estende ao volume da casca no espago recfproco limitada por duas super- 
ficies nas quais a freqiiencia dos fonons € constante, uma para a freqiiencia oj e outra para a 
freqiiencia oj + dot. 

A dificuldade esti em calcular o volume desta casca. Vamos chamar dedS u um elemento de 
area (Fig. 12) na superficie do espago reriproco correspondente a frequeneia w. O elemento 



Figura 1 1 Comparac,ao entre os valores 
experimentais da capacidade termica 
do diamante e os valores previstos pelo 
modelo de Einstein, usando a tempe- 
ratura caracteristica 9 f = 1320 K. 
Para transformar a escala vertical em 
J-moH-K' 1 , basta multiplicar por 4,186. 
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Figure 12 Elemento de area clS,„ em mna super* 
ficie de frequencia constante no espafo rerfproeo. 
O volume entre duas superficies de freqiiencia cons- 
tante em toe to + dto 6 igual a fdS„dtu/\V K to\. 
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(a) (b) 


Figura 14 Densidade de cstados enn fungao da freqiiencia (a) para uin s6lido ideal; (b) para urn solido real. Nos sdlidos 
reais, a densidade de estados £ proporcional a a/ para pequenos valores de ui, mas apresenta descontinuidades ern 
pontos em que a velocidade de grupo se anula. 

A integral se estende k krea da superficie de to constante no espafo reciproco. O resultado se 
refere a um unico raino da relagao de dispersao. Este resultado tambbm pode ser usado na 
teoria das bandas eletronicas. 

Existe um interesse especial na contribuigao para D(to) dos pontos em que a velocidade de 
grupo de anula. Estes pontos crfticos dao origem a singularidades (conhecidas conio singulari- 
dades de Van Hove) da fungao de distribuigiio (veja a Fig. 14). 

INTERAgOES ANARM6NICAS 

Na teoria das vibr agues da rede cristalina discutida ate agora, a fungao que descreve a energia 
potencial tem apenas termos do segundo grau nos deslocamentos interatOmicos. Esta 4 a teoria 
harmonica; entre suas principal's propriedades estao as seguintes: 

• Duas ondas elasticas nao interagem; uma onda, uma vez excitada, nao decai nem muda de 
forma com o tempo. 

• Nao existe dilatagao termica. 

• As constantes elksticas udiahaticas e isotermicas sao iguais. 

• As constantes elasticas sao independentes da pressao e da temperatura. 

• A capacidade termica tende para um valor constante em altas temperaturas, T > ft 

Nos cristais reais, nenhurna destas propriedades 6 satisfeita totalmente. As diferengas podem 
ser atribuidas a existencia de termos anarmonicos (de grau maior que o segundo) na expressao 
do potencial em termos dos deslocamentos interatomicos. Vamos discutir agora alguns dos 
aspectos mais simples dos efeitos anarmonicos. 

Uma das demonstragoes mais interessantes dos efeitos anarmonicos 6 a interagao de dois 
fonons para produzir um terceiro fonon de frequencia = tu, + to 2 . Processos deste tipo 
podem ser atribufdos k existencia de termos do terceiro grau na energia potencial da rede. 
O mecanismo e simples: a presenga de um fonon produz uma deformagao periodica da rede 
que (at raves da interagao anarmonica) modula no espago e no tempo a constante elastica do 
cristal. Um segundo fonon percebe a modulagao da constante elastica e e espalhado, de modo 
a produzir o terceiro fonon, coino se estivesse interagindo com uma rede de difragao tridimen- 
sional em movimento. 

Dilatagao Termica 

Podemos compreender a expansao termica considerando, para um oscilador clkssico, o efeito 
de termos anarmonicos da energia potencial sobre a separagao media de um par de atomos 
a uma temperatura T. Tornamos a energia potencial dos atomos para um deslocamento x em 
relagao a posigao de equilibrio no zero absoluto como sendo dada por 
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U(x) =cx 2 - gx 3 -fx 4 , (38) 

ondc c, g e fs ao constantes positivas. O termo em x 3 representa a assimetria da repulsao inutua 
dos atomos e o termo em x A representa amolecimento das vibragoes para grandes amplitudes. 
O minimo em x = 0 nao e um mi'nimo absoluto, mas para pequenas oscilagoes esta forma e uma 
representagao adequada do um potencial interatomico. 

Calculamos o deslocamento medio usando a fungao de distribuigao de Boltzmann, que pesa 
os possfveis valores de x de acordo com sua probabilidade termodinamica: 

J dxx exp[-fiU(x)] 

« = 7 ? ■ 

J dxexp[-pU(x)] 

onde (3 = l/k„T. Para deslocamentos tais que os termos anarmonicos na expressao da energia 
sao pequenos em comparagao com k B T, podemos expandir os integrandos da seguinte forma: 

f dx x exp(-pU) a f fix [exp(-/3cx z )](x + /3gx 4 + flfx 5 ) = (37r 1 */4)(g/c 5/2 )/T 3 ' z ; 
f dx exp(-fiU) = f dx exp(-/3 cx 2 ) = ( / n/fic) m , 

e a dilatagao termica 6, portanto, 

(x) = ^k B T (40) 

na regiao classica. Observe em (39) que deixamos cx 2 na exponential, mas usamos a expansao 
exp(/3gx 3 + (3fx 4 ) m 1 + /3gx 3 + /3 fx 4 + ... . 

A Fig. 15 mostra a constante de rede de um cristal de argonio em fungao da temperatura. A 
inctinagao da curva 6 proportional ao coeficiente de dilatagao termica. O coeficiente. de dila- 
tagao tende a zero quando T -* 0. Em primeira aproximagao, a expansao termica nao envolve 
o termo simetrico/x 4 de U(x), mas apenas o termo anti-sim£trico gx 3 . 


CONDUTIVIDADE TERMICA 

O coeficiente de condutividade termica K de um sdlido 6 definido para o fluxo estacionario 
de calor em uma barra longa com um gradiente de temperatura dT/dx : 

J„=- K g. (41) 

onde j v e o fluxo de energia tdrmica, ou seja, a energia termica que atravessa uma area unitaria 
por unidade de tempo. 

Nesta forma est£ implicito que o processo de transference da energia termica 6 um proeesso 
aleatdrio. A energia nao entra simplesmente em uma extremidade da amostra e se move dire- 
tamente (balisticamente), em linha reta, para a outra extremidade, mas se difunde por toda a 
amostra, atraves de freqiientes colisoes. Se a energia se propagasse diretamente pela amostra, 
sem deflexoes, a expressao do fluxo t^rmico nao dependeria do gradiente da temperatura, mas 
apenas da diferenga de temperatura AT entre as extremidades da amostra, independente- 
mente do comprimento da amostra. £ a natureza aleatoria do processo de condugao termica 
que faz aparecer na expressao do fluxo termico o gradiente de temperatura e, como veremos 
em seguida, o livre caminho m&lio. 

De acordo com a teoria cinetica dos gases, temos a seguinte expressao para a condutividade 


K = jjpvd , 


(42) 
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Tabela 2 Alguns valores bpicos do livre caminho medio dos fonons 

[Calculados a partir da Eq. (44), tomando v = 5 X 10 s cm/s como uma velocidade do som representa- 
tiva. Os valores de C obtidos desta forma se referem a proeessos umldapp ] 


Substancia 

Qnartzo" 


C (J-cm-'-K- 1 ) 


KCW-cm-'-K') 


•Paralelamcnte ao eixo <5tico. 

onde C 6 a capacidade termica por unidade de volume, t> d a velocidade media das particulas 
e ^ 4, livre caminho m<5dio de uma particula entre colisoes. Este resultado foi usado por Debye 
para descrever a condugao de calor em s6lidos diel£tricos, com C como a capacidade termica 
dos fdnons, v a velocidade dos fonons e(o livre caminho medio dos fonons. A Tabela 2 mostra 
alguns valores tipicos do livre caminho m£dio. 

Vamos agora demonstrar a Eq. (42). O fluxo de particulas na diregao x 6 |n<|u,|), onde n 6 a 
concentragao de mobculas; em equilibrio, existe um fluxo igual no sentido oposto. O simbolo 
(...) significa media. 

Se c £ a capacidade termica de uma particula, ao passar de uma regiao em que a tempera- 
tura € T + AT para uma regiao em que a temperatura e T, a particula cede uma energia cAT. 
A diferenga AT entre as temperaturas nas extremidades do livre caminho m«?dio de uma parti- 
cula e dada por 

A7' = 7-f 1 =7- QJ , 
dx dx 

onde rd o tempo medio entre colisoes. 

O fluxo m6dio de energia (para um fluxo de particulas nos dois sentidos) 4, portanto, 

jv = -n(v*)cr ^ = -in(v 2 )cr ^ . (43) 

Se, como no caso dos fonons, t> 6 constante, podemos escrever (43) na forma 


i„ = — xCc€- 


onde l = ore C = nc. Assim, K = £ Cvl . 


-U.62 


20 40 60 

Temperatura (K) 



Figura 15 Constante de rede de um cristal de 
argonio em fun?ao da temperatura. 
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Resistividade Termico de um Gas de Fonons 

T"' h0 7^° ' d ° S f6n ° nS * determinad ° principalmente por dob procevvov „ 
espalhanipnto geoimHneo e o espalhamento por outros fonons. Se as for?as entre os alamos 

— " 5 ° l,averia me '" anismos P*» «#*« entre fonons e „ livre 
caminho mddio sena bmitado unicamente pelas colisSes de fonons com a superficie do trivial e 

“ZS ~ J "* Cri f ‘ r ^ « *» esles efeilJL 

fl , |p Q 1 . .. ft d . da em COnta a f ,ntera ?° es anarmonicas. existe um acoplamento entre fonons 

n'm t,'z cammh ° os es,ados d ° — — - 

A teoria do efeito do acoplamento anarmdnico sohre a resistividade tdnnica prevl one t vela 
proportional a 1/7 em altas temperatnras. o que estd de acordo tom mnitos reLltadl ^r 
mentais. Podemos compreender esta proportinnalidade em termos do nnmero de toons tom „ 

fpmZtnt frr ‘T ra - 1 em f" S ! empera,uras ’ ° " d "“™ '<*■> de Boons extitados 

BnoTcZ rfo 7 “ f Z qUena ‘‘ CO ' iSSeS de um f6n0n * Pritporcional ao nnmero do 
ton on s com os quais pode cohdir, temos t oc l/T. 

Para que seja possfvel defmir uma condutividade termica, 6 preciso que existam mecanismos 

«n^r&r t, r r qUaiS a dl!,ribu ‘ 5i0 de fSn ° nS P° ssa entrar loeale'ente em equilibrio 

^I^oTeTSTT " 5 ° P ° S qUe “ {d "° m em — e5rtr emidadc 

do cnstal estao em eqmhhno termmo a uma temperatura T 2 e os fonons na outra extremidade 

estao em equihbno termico a uma temperatura T,. 

NSo t suficiente dispor de um me,o dc limifar o livre caminho medio; e preciso tambem 
< sp«» de um n.e.o para estabelecer uma distribuiyao local de fonons em equilfbrio termico 
1 ' fuT de fono, “f 6m u «* i^perfeicao estatica on com a superffcie do cristal nao ajudam 
; eS ! abe,eCer T Iibri ° * *«* « stas co ‘ is 6e~s nao mndam a energia dos C 

1 r ^ encu ^ fonon fspalhado e igual a frequencia «w, do fdnon incidento 
Cunosarnente, um processo de tres fonons da forma 

K ‘ " K - = Kl (45) 

tarnbem nao ajuda a estabelecer o equilfbrio termico, por uma razao sutil: o momento total do 
gas a e fonons nao e modificado por uma colisao deste tipo. Uma distribuiyao de equilfbrio de 
fonons a uma temperatura T pode se desiocar pelo cristal com uma velocidade de deriva que 

total dnsBm,ns“ ^ Pr<>< * SSOS **' f6n0IIS ^ ^ ^ NeSse S P° de foment,, 

J = 2 "OK (46) 

i~l P Zr„lt aVaria ' 50de,<Kl - K! - K i ! ■' » NaE <..(«).^n„rimer„ 

Para nma distribute com J * 0. colisfe como (45) nao podem estabelecer o equiiibrio 
Brnnco, ja que nao modam o valor de J. Se nma distribute de fonons co,ne 9 a a se proparn 

„ oSofdTs n “7 °- a diStribUi ' 5 ° Se pr0 ^ “ bl >8» da <" da a 

Fig 16 1 semilmit “ A*' T 5 S -"' ' " a ° ^ resislSncia t4rmlca ' 0 Bnomeno, ilustrado na 

plies “to 30 en ' re “ m ° ,dCUl “ ^ Um 845 ^ “ m ,ub ‘> — 

Processor Umklapp 

Os processes de tr#s fonons responsSveis pela resistividade Wrmica nao sao da forma K, + 
k, - k 3 . nos quais K e conservado, mas da forma 

K, + K, = K 3 + G , ( 47J 

! 
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Figura 16a Fiuxo de mokculas de g4s em um tubo aberto com paredes sem atrito. Uma colisio elistica entre mokculas 
do g4s nao muda o momento nem a energia do gas, jd que a velocidade do centre de massa das partfeufas envolvidas na 
colisao nao 4 alterado e a soma das energias das duas partfculas pennanece a mesma. Assim. a energia 6 transportada 
aa esquerda para a direita, sem que haja um gradiente de temperatura. Neste caso, a resistividade t<5rmica 6 zero e a 
condutividade termica 4 infinita. 



Figura 16b A definieSo usual dc condutividade U 4 rinira pm nm ait t,. , . 

n , . Iimva cm urn gas sl reiere a uma situaySo na qua] n8o e»ste um 

fluxo de gl«. O tulx> da i!ustra t ao e.sta fechado nas duas extremidades. o que impede a entrada e a safda de mol&ufas 
Se existe um gradiente- dc temperatura. na colisao de duas partfculas con. uma velocidade do centro de massa major 
quo a media, as purtfclas tern a tendcncia de se mover para a direita. enquanto na colisao de duas partfculas corn 
uma velocidade do ceni.o de massa menor que a rn^dia, as partfculas tern a tendcncia de se mover para a esauerda. 
Im petjueiio gradient.- de concent raffo. com a maior concentra v ao do ladodireito. 6 mantido ospoiitaneamonte para 
permitm <,i.c <> trausporte total dc- massa seja zero, enrbora exists um transporte de energia da extremidade quente 
para a extremidade fria. 1 



Frgura 16c Podemos criar ffinons em uma das extremidades de um cristal iluminando, por exemplo o lado esquerdo 
com uma lampada. Isto faz com que haja um fluxo de fonons do lado esquerdo para o lado direito do cristal Quando 
os umcos processes que ocorrem s5o processos N(K,+K t = KJ, a distribui C ao de fonons se desloca ao longo do tubo 
sem que o momento total seja modificado. Em principle, podemos converter a energia dos fonons que chegam do lado 
direito em radiate, criando assim um dreno para fonons. Como no caso da Fig. 16a. a resistividade formica 6 zero 



Figura 16d Nos processos U, existe uma variayao do momento dos fonons em cada colisao Isto imDede ti h ' 
fluxo de fonons do lado esquerdo para o lado direito do cristal. Como no caso da Fig. 16b, existe um tramportelie 
energia da extremidade quente para a extremidade fria. ^ 
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onde Geum vetor da rede reciproca (Fig. 17). Estes processos, descohertos por Peierls, sao 
chamados de processos umklapp. Como vimos, o termo G pode aparecer em todas as leis 
de conservagao do momento em cristais. Em todos os processos permitidos da forma das Eqs. 
(45) e (47), a energia 6 conservada. 

Vimos exemplos de processos em interagao de ondas em cristais nos quais a variagao total do 
vetor de onda nao precisa ser nula, mas pode ser urn vetor da rede reciproca. Estes processos sao 
sempre possfveis em redes periddicas. O raciocinio 4 especialmente claro no caso dos fonons: 
como os unicos valores de K que tern significado fisico sao os que estao na primeira zona de 
Brillouin, qualquer valor de K produzido por uma colisao que esteja fora deste limite precisa 
ser Ievado de volta para a primeira zona pela adigao de urn G. Uma colisao de dois fonons com 
um valor negativo de K, pode, atraves de um processo umklapp (C ¥= 0), criar um fonon com 
K positivo. Os processos umklapp tambem sao chamados de processos U. 

As colisoes nas quais G = 0 sao chamadas de processos normais ou processos N. Em 
altas temperaturas ( T > 6), todos os modos de fonons sao excitados, j4 que k B T > Uma 
fragao substancial das colisoes entre fonons 6 constituida por processos U, nos quais ocorre 
uma variagao do momento. Neste regime, podemos estimar a resistividade termica sem fazer 
uma distingao entre os processos N e (/; de acordo corn nossa discussao previa a respeito dos 
efeitos nao-lineares, esperamos que a resistividade termica da rede seja proporcional a T em 
altas temperaturas. 

A energia dos fonons K, e K 2 mais favordvel para que ocorra um processo umklapp e da 
ordem de {k B d, ja que os dois fonons devein ter vetores dc onda da ordem de \G para que uma 
colisao do tipo da Eq. (47) seja possivel. Se os dois fonons tiverem valores pequenos de K, e, 
portanto, baixa energia, a colisao nao poderk produzir um fonon corn uni vetor de onda fora 
da primeira zona de Brillouin. Da mesma forma que nos processos normais, a energia deve ser 
conservada nos processos umklapp. Em baixas temperaturas, o numero de fonons apropriadns 
de energia |/c B 0varia aproximadamente como exp(-&2T), de acordo com o fator de Boltzmann. 
Os resultados experimentais confinnam esta variagao exponencial. Para resumir, o livTe caminho 
medio dos fonons que aparece na Eq. (42) 4 o livre caminho medio para colisoes umklapp entre 
fonons e nao para todas as colisoes entre fonons. 



(a) (b) 


Figura 17 Processos de colisao (a) normal. K, + K* = K : , e (b) umklapp, K, + K* = K, + G, em uma rede bidimen- 
sional quadrada. Os quadrados representam a primeira zona de Brillouin no espa?o reciproco; esta zona contem todos 
os valores independentes do vetor de onda. Os vetores que apontam para o centre da zona representam fonons absor- 
vidos no processo de colisao; os vetores que apontam para longe do centro da zona representam fonons emitidos na 
colisao. Vemos em (b) que no processo umklapp o sentido da componente x do fonon emitido foi invertido. O vetor da 
rede reciproca G que aparece na figura tern modulo 2n/a, onde a c a constante de rede, e e paralelo ao eixo K,. Tanto 
nos processos N como nos processos U, a energia e conservada, ou seja, u > : + = 
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Imperfeipoes 

Os efeitos geom^tricos tambem podem ser importantes para a determinagao do livre caminho 
m£dio. Devemos considerar o espalhamento pela superffeie da amostra, por uma distribuigao 
de massas atomicas dos elementos que formam o cristal, por impurezas presentes da amostra, 
por imperfeigoes da rede cristalina e por estruturas amorfas. 

Quando em baixas temperaturas o livre caminho m&lio l se toma comparavel com o tamanho 
da amostra, a condutividade termica passa a ser uma fungao das dimensoes do cristal. Este 
efeito foi descoberto por de Haas e Biermasz. A diminuigao abrupta da condutividade termica 
de cristais puros em baixas temperaturas 6 causada pelo efeito de tamanho. 

Em baixas temperaturas, o processo umklapp se toma ineficaz para limitar a condutividade 
termica e 0 efeito de tamanho passa a dominar, como mostra a Fig. 18. 6 razoavel esperar 
que o livre caminho m6dio dos fonons neste caso seja constante e da ordem do diametro D da 
amostra, de modo que 

K«CuD . (48) 

O unico fator do lado direito da Eq. (48) que depende da temperatura 6 C, a capacidade termica, 
que e proporcional afem baixas temperaturas; assim, esperamos que a condutividade termica 
seja proporcional afem baixas temperaturas, a nao ser que o livre caminho nrtedio se tome 
compardvel ks dimensoes da amostra, caso em que o efeito de tamanho passa a dominar. 

Os cristais dietetricos podem ter condutividades termicas tao altas quanto os metais. A safira 
sintetica (Al 2 0 3 ) possui um dos valores mais elevados de condutividade termica: quase 200 
W-cm ‘ K' 1 a 30 K. O mkximo da condutividade termica na safira 4 maior que o miximo de 

100 W-cnr'-K- 1 no cobre. O galio, potem, que 6 um metal, tern uma condutividade de 845 ^ 

W cm ' K " 1 a 1,8 K. A contribuigao dos eletrons para a condutividade termica dos metais sera . 

discutida no Capitulo 6. ‘ 

Em um cristal estruturalmente perfeito, a distribuigao dos isbtopos dos elementos quimicos 
que o compoem pode constituir um importante mecanismo de espalhamento de fonons. A distri- 
buigao aleat6ria de massas atomicas dos isdtopos perturba a periodicidade da rede cristalina do 
ponto de vista de uma onda elastica. Em algumas substancias, o espalhamento de fonons por 
is6topos 6 comparavel em importancia ao espalhamento por outros fonons. Os resultados para 
o germanio aparecem na Fig. 19. O aumento da condutividade termica tambem foi observado 



Temperatura (K) 


Figura 18 Condutividade t^nnica de um cristal 
extremamente puro de fluoreto de sddio, segundo 
II. E. Jackson, C.T. Walker e T.F. McNelly. 



Condutividade termica, K (W-cm ' K* 1 ) 
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Temperature (K) 


Figura 19 Efeito isotdpico na conduce termica do germa- 
nio, fazendo com que a condutividade maxima a ruultipli- 

cada por tres. A amostra enriquecida contem 96% de Ge 74 , 
enquanto o gemnanio natural contend 20% de Ge 70 , 27% 
de Ge 72 , 8% de Ge 771 . 37% de Ge 74 e 8% de Ge 7t . Abaixo de 
5 K, a condutividade da amostra enriquecida d dada porK = 
0.006T 1 , o que esta de acordo com a teoria de Casimir pare a 
resistericia termica causada por espalhamento na superficie. 
(Fonte: T.H. Geballe e G W Hull.) 


e:n silfcio e diamante isotopicamente puros; o ultimo tem sido usado como dissipador de calor 
em lasers. 


2 . 


3. 


Prohlemas 

Singularidade na densidade de esiados. (a) A partir da relacao de disperse r.btida no Capftufo 
4 para uma cadeia linear monoatoinica de A* atomos com interayoes cntre vizi nh os mais prdximos 
mostre que a densidade de modes 6 


DM = 


'2N 

7T 


I 



onde e a frequencia maxima, (b) Suponha que t.m ramo de fonons dticus tenha uma relacao 
fr « £7“° da f ° nna = <U|I ~ AIC ~' P erto dc K = 0 em tres dimensocx. Mostre que DM = 
(L/2tt) (2t t/A™)M - a,)'* para oCa^e DM = 0 para ta > <4, Neste caso. a densidade de modes <§ 
descontinua. 


Dilatafao termica de uma cdlula primitive, (a) Estime o valor rrtedio quadratico da dilatacao 
termica AV/V do volume de uma cdlula primitiva do sodio a 300 K. Tome o mridulo de elasticidade 
como sendo igual a 7 X 10'" erg em- 3 . Observe que a temperatura de Debye, 158 K, e menor que 
300 K, o que sigmfica que a energia termica <§ da ordem de k„T. (b) Use este resultado para estimar 
o valor mddio quadtetico do aumento relativo A a/a do parametro de rede com a temperatura. 
Denlocamento e deformafao de ponto zero, (a) Mostre que, na aprorima^ao de Debye o deslo- 
camento rnddio quadrdtico de urn atomo aOKe(i) 2 ) = 2hw^po\ onde u <5 a velocidade do som 
, fe 7v?v POr S ° mar 3 Eq ’ (4 29) ’ C ° m " = °- P ara todos 05 modos de vibragao independentes- <H 2 ) = 
2 7 ° fat ° r * ^ VCZ de 2 - COm0 na (4 29) - a P arecc P or q ue se trata de deslocamento 

ntedio quadratico nao de amplitude media quadratics, (b) Mostre que I<m‘ e <R 2 > divergem para 
77* unidimensional, mas que a del'omiacao ntedia quadratica e finita. Considere ((dRJJx) 2 ) = 

5 K?u D como a deformagao mddia quadratica e mostre que e igual a ha,*L/4MNv 3 para uma linha de 
N atomos de massa M, contando apenas os modos longitudinals. O fato de (R 1 ) divergir nao € rele- 
vante para qualquer medida experimental. 

Capacidade termica de uma rede bidimensional. (a) Considere urn crista! dieletrico feito de 


camadas de Stomos com urn acoplamento rigido entre as camadas, de modo que o movimento dos 
atomos se limite ao piano da camada. Mostre que a capacidade termica do sistema em baixas tempe- 
ratures. na aproximavao de Debye, e proporcional a T 2 . (b) Suponha que as camadas estejam fraca- 
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mente acopladas como acontece muitas vezes na pratica. Como voce espera que a capacidade termica 
se comporte em baixas temperaturas? 4 P a 

•5. Cunuante de Crunchen, (a) MoSre que a eeergfc livre de um modo de vibra t 5o da rede eriata- 
lina de frequdnda „4k.T In [2 senMyX.T]. t necesslrio conservar a en.™), de po„,o ze ro i S „ 

Tfoma ^ ^ 4 4 “ Varia5 “ re ' aliva ^ do Cistal podeW 

F(A, T) = |BA 2 + k„T ^ In [2senh (h(t) K /2k„T)] 

oorZt ° ,n °A Ul 7 C 2 Sti 1 dad : Sup ° nha q,Je 3 Varia?5 ° re,atiVa de ^ « volume seja dada 

P , “ V 7 ’ 761 C ° nheCida Wrn ° constante de Griineisen. Se yd tomada como sendo inde- 

pendente do modo K, mostre que F e minima em re!a t ao a A quando BA = yE {ha> coth(ft^ 8 D 

1 2,7r)/B e (c Mo t 9a ° ^ "77?' CT V erm ° S denSidade de en ^ ia ^ ica > - forma 

A yU(D/B. (c) Mostre que no modelo de Debye y = -*ln V). Nota : Muitas aproximacoes 

estao envolvidas nesta teoria; o resultado (a) d valido apenas se c for independente da LperaLra 
e ypode ser muito diferente para diferentes modos. ^ 


*Este probierna c relativamente dificil. 
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O Gas de Fermi 


NfVEIS DE ENERGIA EM UMA DIMENSAO 

EFEITO DA TEMPERATURA SOBRE A 
DISTRIBUigAO DE FERMI-DIRAC 

O GAS DE FERMI EM TR£S DIMENSOES 

CAPACIDADE TERMICA DO GAS DE FERMI 
Capacidade termica dos metais 
Fermions pesados 

CONDUTIVIDADE ELETRICA E A LEI 
DE OHM 

Rcsistividade eletrica dos metais 
Espalhamento umklapp 

MOVIMENTO DE ELETRONS NA PRESEN^A 
DE CAMPOS MACN^TICOS 
O Efeito Hall 


CONDUTIVIDADE TERMICA DOS METAIS 
Razao entre condutividade termica e 
condutividade eletrica 

PROBLEMAS 

1. Energia cinetica de um gas de eletrons 

2. Pressao e modulo de elasticidade de um 
gas de eletrons 

3. Potencial quimico em duas dimensoes 

4. Gases de Fenni na astrofisica 

5. He 3 liquido 

6. Varia?ao da condutividade eletrica com a 
freqiiencia 

7. O tensor magnetocondutividade dinamica 
de eletrons Iivres 

8. Energia de coesao de um gas de Fermi 

9. O tensor magnetocondutividade estatica 

10. Resistencia superficial maxima 



^ 'T “ - -» — 

el'Jtrons na « jn %^-ao h°2s?2p\ Nos metais alcalinos os fons ocZ ™ ‘’"f* -“"T * ^ ° $ ( °™ COnt6m 10 

volume total do crista), mas nos metai.s nobres (Cu A e Au) os Z Um “ fra « ao relati ^^<*n te pequena (-15%) do 

f ^ 3 SC "H** A estmtura cristalina * IZZ^wT^ ^ ^ "*« 6 

cfc para os metais nobres. temperatura ambiente e a ccc para os metais alcalinos e a 


14 



Podemos compreender muitas proprieclades dos metais, e nao so dos metais simples a partir 
do modelo dos eldtrons livres. De acordo com este modelo, os efctrons de valenda dos’dtomos 

mJIl M ^ SG t0mam tr0 " S de C ° ndug5 ° 6 P° dem va S ar livremente pelo interior do 
metal. Mesmo os meta.s para os quais o modelo dos eletrons livres funciona melhor a distri 
bu. 9 ao de carga dos el^trons de condu ? ao rellete o forte potential eletrostitico doi fons da 
rede cnstahna. A uril.dade do modelo dos eletrons livres 6 maior no caso de propriedades que 
dependam bas.camente das propriedades cindticas dos eletrons de condu 9 aa A^nteracao dos 
eletrons de condu 9 ao com os fons da rede cristalina serd discutida no prriLo capftulo 
°s metais mats simples sao os metais alcalinos: Iftio. s6dio, potassio, c^sio e ntbfdio Em urn 
tomo vre de sddio. o eletron de Valencia esta em urn estado no metal, este eletron seZ" 
urn eletron de condu^ao da banda de condufao Av. 

Um cmtai de um metal monovalente com N illomos contem .V elftrons de condoclo e N 

Z P 7 s ; ? Na ' ‘ ° M,mm ** “*« « <*»*)*. U. 2s e 2p do “„Xe 

• 1 “ d,5tnl, " v, ° espadal que t essencialmente a mesrna no metal e no ,'on livre Os (on. 

«opa„, apenas eem, de 15% do volume de urn cristal tie sddio, como mnrtra , p™ % Z 
do ,oo N a- ItvTe e O.X A. enquanto metade da dMtach eatre sianbos mais prdximos no metal 

A intetpretav-So das propriedades dos metais em termos do movimento de etotons livres foi 
ptoposeu mu, to antes do advento da mecinica quanta. A teoria ctosica teve V 2ZZZZ 
~ — demonstra 9 5o da lei de Ohm e da relacao entre a condutmdade elarica e 

tamf dadc M J-J ™ ,r ° ad °- ' ,eoria ctoata ‘ * loop® explicar a capacidade 
do m l I ‘ US "T'' W, | dade ma S"“ ca dos elarons de cundujiio. (Isto naosTdeve a deLtacias 
do modelo do eletron livro, mas a deteendas da hm 9 ao de distribuifik, classica de 

clera °"' r ° fZ *7 *° mod< ' 10 < ' lfcsi “' experimentos mostram 

claramente que urn elaron de c-ondu 9 ao em u,n metal pode se mover livremente em linha reta 

por um percurso equivalente a muitas distSneias atomicas. sen, ser afetado por eolisoes com 

Z il 1 ; , E '" T — » * •<* P— em baixas tempera.ums “ Z 

cammho mddio pode ehegar a 10> distancias interatomicas (mais de 1 cm) 

Por que os sdlidos metJlieos silo tao transparentes aos eletrons de condu V 5o? A resposta tem 
duas partes: (a) um eletron r,3o e espalhado por Ions dispostos em am. red e periodica porqne 
as ondas ae matena se propagam livremente em uma estrutura periodica como sert rtrto’no 
proximo capitulo; (b) a probabilidade de que um eletron seja espalhado por ou.ZelZn 2 

emunnrjs de'renniZst ^ conse ^’ i f nc: ’ a do P rincf plo de exclusao de Pauli. Quando falamos 
3 JET eStara ° S n “ refen " d “ 3 “ m ^ da sujeito ao prineipio 


NIVEIS DE ENERGIA EM UMA DIMENSAO 

Considere um gas de eletrons livres em uma dimensao, levando em conta a teoria quantica e 

mento l* 0 de exc usao Paul i. Um e!etron de massa m esta confinado a uma liidm^rompri- 
mento L por barreiras mfinitas (Fig. 2). A fbngao de onda do eletron 6 uma solu 9 ao da 
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Figura 2 Os primeiros trcs niseis de energia e 
as primeiras tres fungoes de onda de uni (-let mu 
de massa m confinado a uma linha de cuinpri- 
mento L. Os niveis de energia estiio roiulados 
pe!o numero quantico n, que 6 igual ao ni'micro 
de meios comprimentos de onda da fungiio <le 
onda. Os comprimentos de onda das (undoes de 
onda tambem estao indicados. A energia do nivcl 
de energia cujo numero quantico £ it e dada por 
«„ = (t>-/2m)(mr/L) 2 . 


equagao de Schrodinger etfr, desprezando a energia potencial, temos 'K = p 2 /2m, onde p e 

o momento. Como na teoria quantica p pode ser representado pelo operador -iti d/dx, temos: 

(1) 

onde e„ 6 a energia do elytron no orbital. 

Usamos o termo orbital para designar uma solugao da equagao de onda para urn sistenia 
com apenas urn elytron. O termo permite distinguirentre um estado quantico exato da equagao 
de onda de um sistema com N eletrons que interagem mutuamente e um estado quantico 
aproximado que construimos atribuindo aos N eldtrons N orbitais diferentes, cada um deles 
uma solugao da equagao de onda para um elytron. O modelo dos orbitais so seria exato se nan 
houvesse nenhuma interagiio entre os eletrons. 

As condigoes de contomo sao ifr u (Q) = 0; *p n {L) = 0, impostas pelas barreiras de energia poten- 
cial infinita. Para que sejam satisfeitas, 6 precise que a fungao de onda seja do tipo seno, coin 
um numero inteiro n de meios comprimentos de onda entre 0 e L: 


tf/,, = A sen 


2 nA„ = L , 


onde A 6 uma constante. Vemos que (2) 6 uma solugao de (1), ja que 


d'Pn _ i | mr \ ( mt 


e, portanto, a energia e„ 6 dada por 


Queremos acomodar N eletrons na linha. De acordo com o principio de exclusao de Pauli, 
niio podem existir dois eletrons com os mesmos numeros quanticos. Em outras palavras, cada 
orbital pode ser ocupado apenas por um elytron. Isto se aplica a atomos, moleeulas e srilidos. 

Em um solido unidimensional, os numeros quSnticos de um orbital de um eletron de 
condugao sao n e m,, onde n 6 qualquer numero inteiro positivo e o numero quantico magne- 
tico 77i, pode assumir os valores +5 e -3, dependendo da orientagao do spin. Assini, um par de 
orbitais caracterizado pelo numero quantico n pode acomodar dois eletrons, um com o spin 
para cima e outro com o spin para baixo. 

No caso de seis eletrons, os orbitais ocupados pelo sistema no estado fundamental sao os 
indicados na tabela a seguir. 
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Mais de um orbital pode ter a mesma energia. O numero de orbitais com a mesma energia e 
chamado de degem nagao do orbita l. 

' Seja n F o ultiimTnivel ocupado quando comegamos a preencher os niveis com eletrons a partir 
do m'vel de menor energia (n = 1) e continuamos a preencher os niveis de baixo para cima at£ 
que os N eletrons sejam acomodados. £ conveniente supor que N 6 um numero par. A condigao 
2 n F = N determina n F , o valor de n para o nivel ocupado de maior energia. 

A energia de Fermi e F 6 definida como a energia do nivel mais alto ocupado no estado 
fundamental de um sistema de N eletrons. De acordo com (3), para n = n F temos, em uma 
dimensao. 


h 2 l n f 7Ty 


h 2 I NttY 
' 2m l 2 L ) 


EFEITO DA TEMPERATURA SOBRE A DISTRIBUIGAO 
DE FERMI-DIRAC 

O estado fundamental e o estado do sistema de N eletrons a temperatura de zero absoluto. 
O que acontece quando a temperatura aumenta? Este e um problema elementar de mecSnica 
estatistica e a solugao £ dada pela fungao de distribuigao de Fenmi-Dirac (Apendice D). 

A energia cindtica do g£s de eletrons aumenta quando a temperatura aumenta: sao ocupados 
alguns niveis de energia que se encontram vazios no zero absoluto e alguns niveis que estavam 
ocupados no zero absoluto ficam vazios (Fig. 3). A distribuigao de Fermi-Dirac fomece a 
probabilidade de que um orbital de energia e esteja ocupado em um gis de eletrons ideal em 
equilibrio termico: 




O parametro p depende da temperatura; p deve ser escolhido de tal forma que o numero 
total de partfculas do sisterna seja o corret o, isto 6, sej a igual a N. No zero absoluto, p = f F , ]& 
que no limite T -* 0 afungao/(e) rnuda descontinuamente do valor ^(estados ocupados) para 
oplor i(estados vazios) no ponto € = e F = p. Em todas as temperaturasjie) e igual a | para 
e = p, ja que nesse caso o valor do denominador da Eq. (5) e 2. 

O parametro p e chamado de potencial quimico {TP, Capitulo 5) e, como vimos, no zero 
absoluto 6 igual a energia de Fermi, definida como a energia do nivel. mais alto ocupado no 
zero absoluto. 

Na parte de alta energia da distribuigao, e - p > k s T ; nesse caso, o termo exponencial no 
denominador de (5) e muito maior do que 1 e f{€) — expl(/z— e)/k B T]. Este limite e chamado 
de distribuigao de Boltzmann ou distribuigao de Maxwell. 




efc,,, em unidades de I(F K 


O GAS DE FERMI EM TRES DIMENSOES 

*■ eqUav5 ° de Sohr, ' )fJi,1 ^ r P ara am elytron iivre em tres dime..*** e 
— h j d" id", jir\ . . . 

2"* W a,/ P/ ' Kir) = e * W r) • (6) 

£ * *' mns " s,a ° ‘ “ “’>» * •*"» <* » h* * * . „„ <!a esUldu . 

tM = /l sen (m V /L) sen (mjj/L) sen , (7) 

l'do"'v«ce.; P ° SitiV “- A «*"" d " * «-*-*. -t< em 

'Kx + L,y,z) = <fi(x,y,z ), (g) 

S%rm'scasr,s=ti-as 

^k(r) = exp (/k • r) , | ^ ) y 

em que as componentes do vetor de onda k devern ser tais que 

it = 0 ■ ±~ . h-4tt . 

L ’ ~ L ’ ■ ■ ■ • (10) 

e analogamente para it e it.. 

^ “ m ° mo Penddicas para 
, sene um numero intern) posit™ ou negative. As componentes de k sao os 
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ntimeros quanticos do problema, juntamente com o niimero qnantioo m que especific-a o sentido 
do spin. E fad demons, rar que os valors de *. dados peUEq. (J», s^fazem a Eq (» 

exp[ik x (x + L)] = exp(j'2/i7r(x + L)/L\ 

= exp(i'2n-7rr/L) exp(i2n7r) = exp(/2«7rc/L) = exp (ik t x) ( H ) 
Substituindo (9) em (6), obtemos a energia «. do orbital com vetor de onda ki 

tk- 2 m k + ■ U2) 

O mddulo * do veto, de onda es, 5 relacionado ao comprimento de onda A atravds da eq„a 9 a„ 

p Kr represen,adb “ “ **«“ <**> 

P^ k (r) = -ihVM r ) = hktp k (r) , (13) 

is, momen, ° linear “ m autovabr *■ a 

, = ^i-, 2 

F 2m kp ■ ' (14) 

Ass™, ern urn a esfera de volume 4^/3 o numero total de orbits e P P 

0 . 4tt^/3 _j^ 

(27 T/Lf 3 v* f ~ N ’ ■ (15) 


urn valor que depende apenas da coneentragao de partfculas. 



Superficie 
de Fermi, na 
energia e F 


Figura <1 No estado fundamental de um sistema de N 
eletrons livres, os orbitais ocupados do sistema preen- 
chem uma esfera de raio k f . A energia de um elytron 
de vetor de onda k r 6 dada por e, = tfk&2m 
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De acordo com (14) e (16), 


/3 t r>N\ m 


Esta equagao relaciona a energia de Fermi a concentragao de eletrons, N/V. A velocidade dos 
eletrons na superficie de Fermi, v F , e dada por 


a )ela 1 mostra os valores teoricos de k F , v F e e F para alguns metais; a tabela mostra tamhcm 
os valores do parametro T f , defmido como e/k,. (O parametro T F 6 apenas a temperatura 
equivalente a energia de Fermi e nao deve ser interpretado como a temperatura do gas de 
eletrons!) ° 

Vamos agora determinar uma expressao para o numerg de orbitais por intervalo de en ergia 
D(e). qne/eceb ^ p n ome de densidade de estado^ Usar^'i^ ( 1 7) yr , .,U,i ... ~ 
total de orbitais com energia < e. 

y (2meY 

N :l— r-1 . (19) 


3ir V h 2 J 

e, portanto, a densidade de estados (Fig. 5) e dada por 


D( € )^<M = X.(2m 

ft* 2 TT \ fl 2 


Este resultado pode ser expresso de forma mais simples, comparand as Eqs (19) e (20) n ir i 
ot)ter: 1 1 

D ( €)s dE-m 

D{e, ~de~ 27 - ( 21 ) 

Assim, a menos de um fator numerico da ordem da unidade, o mimero de orbitais por intervalo 
de energia para a energia de Fermi e igua! ao mimero total de eletrons de condugao dividido 
pela energia de Fermi, como seria de se esperar. 


CAPACIDADE TERMICA DO GAS DE FERMI 


A questao que causou as maiores dificuldades nos primdrdios da teoria dos eletrons nos metais 
7 a da capacidade termica dos eletrons de condugao. De acordo com a mecanica cldssica um 
elytron hvre deveria ter uma capacidade termica de \k B , onde k B 6 a constante de Boltzmann. Se 
N atomos contnbuem com um elytron de Valencia cada um para o gSs de eletrons, e os eletrons 
deste gas sao totalrnente livres, a capacidade termica total deve ser jNk B T, como aconteee pan 
os Stornos de um gas monoat6mico. Entretanto, os resultados experimentais mostram que a 
contnbuigao dos eletrons para a capacidade termica de um metal k temperatura ambiente e 
em geral, menos de 1% deste valor. 

Esta enorme discrepancy deixou os primeiros pesquisadores, como Lorentz, muito preocu- 
pados. Como era possfvel que os eletrons participassem do processo de condugao de eletrici- 
dade como se fossem livres e, ao mesmo tempo, nao contribuissem para a capacidade termica? 
A explicagao surgiu apenas com a descoberta do principio de exclusao de Pauli e da fungao de 

'Estntamente falando, D(e) € a densidade de estados de um elytron, ou densidade de orbitais. 



Tabela 1 Parametros teoricos da superficie de Fermi em alguns metais k temperatura ambiente 

(Exceto para o Na, K, Rb, Cs a 5 K e o La a 78 K) 

ConcentragSo de Parametro Vetor de onda Velocidade de Energia de Temperatura de 

eletrons, do raio," de Fermi, Fermi, Fermi, Fermi T f ■ 

Valencia Metal em cm* 3 r„ em em* 1 em ern-s* 1 em eV em K . 
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Figura 5 Densidade de estados de urn tinica 
part>c U la e,n fimrto da energia para u.,.J 
de eletrons Jivres em Ms dimensocs. A cun., 
tracejada representa a densidade/ f.DDfe) ,!,■ 
orbitais ocupados a lima temperatura finita. mas 
tal que kj <t e f . A drea sumbreada representa 
os orbitais ocupados a 0 K. Quando a tempo- 
ratura aumema de 0 para T, a energia media 
aunienta. j & que alguns efetrons siio excitados 
termicamente da regiao ] p;,ra a regiao 2. 


dlstribuifSo de Fcrmi-Dirae. Fermi obleve o remltado condo , , 

janhan, t M *> ,odm “ <*l~* quo 

porcmm ‘ 'Tf C,feiM ' °“™> ■*•*» . Fig 5. 

Sf stKiontRiio en. orbitais cun enem a . jV dpe?1aS T ° S lerr,,itamei,te « Patrons quo 

tie eletrons. Se .V e o numero tot ! He 1 4 ' X ° ° f da c, ‘P ac,ciaJe Crimea de urn gas 

de kj - A «*■ 

^ - m/T r )kj . 

n capacidade t&rmica dos eletrons e dada por 

C d = dU/HT ~ Nk„(T/Tr) ( o 3j 

,« JV ~ S X 10. K. ^ e ’ C - e menOS *>»**> v *t° r db-eo de 'jAft.r. „ 

ter ;;r dos ^ *• 

rridopor lF ‘ g ' ® de “ SiStema * " ^ns’^/o o 

iU = J„ ,!e eDl ' e )/(e) - J de t DU) 

ondeyi £) 6 da f..n ? 5o de distrihui^ao de Fermi -Dirac (5): 


l 



(24) 
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Figura 6 Variagao com a tempe ratura da 
energia de um gds de fermions eir. tri's 
dimensoes A energia estd plotada na fonrta 
normalizada A U/Ne t , onde ,Y e o numero 
de eferrons e e P e a energia de Fermi. A 
temperatura estii plotada na forma ncrma- 
lizada k„T/e t . 



°-2 0,4 • 0,6 0,8 


f(e, T, = 1 

ev p[(e- n)/k t T+ 1] | 

e Die) e o numero de orbitais P or mtervalo de energia. Vamos multiplier a identidade 
tf S' = f de D{e) f(e) = P' de Die ) <? 

per e,. para obter 


dce F fic)D(e)= dee r D(e) . 


Podemos usar a Eq. (2fi) para escrever a Eq. (24) na forma 


AU ~ f" ^ ~ € ?h foWf*) + ~ €)[1 ~f(e)]V(e) . (27) 

A primeira integral do lado* direitofce (27) 6 a energia newssiri a para trsuwforir eletrons de 
e f para orbitais de energy e > e f , e a segunda a energia necessaria para transferir eletrons de 
orbitais de energia e < e> para e f . As duas contribu^oes para a energia sao positives 

O produto f(e)D(e!de na primeira integral da Eq. (27) 6 o numero de eletrons promovidos 
para orbitais na fma de energias de no entomo na energia e O fator [] -/(e)] na segunda inte- 

gial e a prooao.lidade de que um eletron seja rernovido do orbital de energia e. A funcao AU 
esta plotada na Fig. 6. ° v 

A capac idade t^rmica de um gas de eletrons pode ser calculada derivando A U em relaeao a 

termo^para^bter Rrm ° q " e ^ tem P eratura na Ec l- ^ podemos agrupar os 

Cw dT~ .h deie ~ € ‘ :) df D{€) ■ (28) 

Nas temperaturas de interesse para o case dos metais, k e T/e f < 0,01 e podemos ver na Fi C . 
que a fungao (e - e F )df/dT apresenta um pico positive para energias da ordem de e f . Nest^i 
conduces e uma boa aproximagao calcular a densidade de estados Die) no ponto e F e passa-la 
para iora do sinal de integral: r 


f 
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Regiao de um gas quantico degeneradc. 




Regiao 

V 

de um gas c 

lassioo ►- 

1 


\ 
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Tml„ „ corn iojra ”* 8 s * * em Ms A„..,i»w 


a temperaf ura^-nofque p mkT ^’Tl "’“V”* * '* ri * la Jo P" te "=»l qufmico /com 


_ * ~ Cf exp[(e - e F )/r] 
clT t* {exp[( € - f ,.)/ T ] + ij2 


Fazendo 


.**(«- ey)/r , 


obtemos, a partir de (29) e (30), 


a !(' $ju( 


C,, = klTD(e F )[” dxx 2 —? ■ 

• / -*A (e A + l ) 2 


1.051— 



«/■ 


R'gura 8 VariafSo com a temperatura do poten- 
tial qufmico m para gases de Fermi em uma e tres 
dimensoes. Para a maioria dos metals, iff,. - (),n| 
a temperatura arnbiente e, portaiito. n - e,. Estas 
curvas foram calculadas a partir de uma expansao 
em serie da integral usada pam calcular o numero 
de partfculas do sistema. 
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f podemos subsdtuir o limite inferior por-oc, pois o fatore 1 no integrando e muito pequeno para 
x < -e/rse estamos interessados em baixas temperaturas, tais que e,/T < 100. Nesse caso, a 
jntegrai da Eq. (32) se torna 


J- (tr'+l) 2 3' 

e, portaiito, a capacidade termica do gas de eletrons e 

C f! = \i7*D(e f )klT . (34) 

De acordo com a Eq. (21 ), temos: 

D(e f ) = 3S/2e h = 3N/2k n T F (35) 

para um gas de eletrons livres, com k B T F * e F . Assim, a Eq. (34) se torna 

Cj = jirNkJ/T,.- . (36) 

Lembre-.se deque embora T F seja chamada de temperatura de Fermi, nao e a temperatura dos 
etetrens, mas apenas uma forma de expressar a energia de Fermi em termos de temperatura 
equivalente. 

Capacidade Termica dos Metals 

Em temperaturas muito menores do que a temperatura de Debye Sea temperatura tie 
Fermi T F , a capacidade termica dos rnetais pode ser escrita como a soma das eoifiribui^oes dos 
eletrons e dos fonons: C = yT + Al?, onde y e A sao constantes que variam tie acordo com o 
material. O termo eletronico e linear em Tee dominante em baixas temperaturas. 6 conve- 
niente representar os valores experiineniais da capacidade termica C em um grafico de C/7 
em fungao de 17 

< 3 7j 


pois nesse caso os pontos deverao estar sobre uma linha reta dc inclina^ao A, que intercepta o 
eixo vertical no ponto y. A Fig. 9 mostra um grafico deste tipo para o potassio. Os valores expe- 
rimentais de y, conhecido como parametro de Soinmerfeld, aparecem na Tabela 2. 

Os valores experimentais do parametro y sao da ordem de grandeza esperada, mas rr.uitas 
vezes nao concordam muito bem com o valor calcuiado para eletrons livres de massa m usando 
as Eqs. (17) e (34). E comum expressar a razao entre o valor experimental da capacidade termica 
dos eletrons e o valor tebrico como uma razao entre a massa efetiva termica m tK e a massa do 
eletron m, onde m lh 6 definida pela razao 

m t ], _ y(experimcntal) ^28) 

m y(tr6rico) 


C/T = 2.08 +2,57 T- ^ 


Figura 9 Valores experimental* da capacidad- termica do potassio plotados em um grafico de 07 em hjn^ao de 7". 
( Finite . W.H Lien e N.E. Phillips.) 
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Esta forma surge naturalmente, porque e inversamente proportional a massa do elytron 
enquanto y « m. Os valores desta razao para alguns elementos aparecem na Tabela 2. A razao 
nao £ igual a unidade por causa de tres efeitos: 

. A interayao dos eletrons de conduyao com o potential periodico da rede cristalina. A massa 
efetiva do elytron devido a este potencial 6 chamada de massa efetiva da banda 

• A interayao dos eletrons de conduyao com fonons. Urn elytron tende a polarizar ou distorcer 
a rede cnstalma na sua viziuhanya, de modo que o elytron tende a arrastar com ele os ions 
prdximos, o que aumenta a massa efetiva do elytron. 

• A interayao dos el«rons de conducio com outros eletrons de conduqio. Um elytron em 
movimento t repelido pe!o gas de eterons q„e o cerca, o q„e aumenla a massa efetiva do 
eletron. 

Fermions Pesados 

Foram descobertos alguns compostos metilioos nos quais a capacidade termiea dos eletrons 
de conduyao tern valores enormes, duas ou tres ordens de grandeza acima do normal. Entre 
estes compostos, conhecidos como fermions pesados, estao o UBe l3 , o CeAl 3 e o CeCuoSi Os 
fifsicos acreditam que a massa efetiva dos efetrons/ nestes compostos seja da ordem de 1000m 
por causa da superposiyao entre as funyoes de onda dos eletrons /de ions vizinhos (veja a seyao 
Metodo da ligayao forte” do Capitulo 9). 

CONDUT1VI DAD E ELETRICA E A LEI DE OHM 

O memento de um eletron livre esfa I relacionado ao vetor de onda atrav* da equayao 
mv = hK. Na presenya de um campo eletrico E e de um campo rnagn^tico B, a forca F exer- 

«da sebre um e!«mn de carga {i/civ XB] t , portaato, de acordo com a segunda 

iei de Newton, temos: 


<CGS) • ( 39 ) 

Na ausencia de colisoes, e na presenya de um campo efetrico const ante, a esfera de Fermi 
ig. 10) se move no espayo reciproco com velocidade constante. Integrando a Eq. (39) de 0 
a t com B = 0, obteinos ^ 

k(f) - k(0) - -eE t/h . ( 40 ) 

Se a forya F = -eE 6 aplicada no insrante t = 0 a um gas de eletrons que enche uma esfera 
de Ferrm, o centre da esfera no instante t estara deslocado de uma distancia dada por 

8k = -eEt/fi . 

Observe que a esfera de Fermi e deslocada como um todo. porque todos os eletrons sofrem o 
mesmo deslocamento 8k. 

Por causa de colisoes com impurezas, imperfeiyoes da rede cristalina e fonons, a esfera deslo- 
cada por ser mantida em um estado eslacionario, mesmo na presenya de um campo eletrico Se 

° TT ??!? C ° llS6eS 6 T ' ° deslocamento da esfera de Fermi no estado estacionario 6 dado 
peia Eq. (41) com f = t. A velocidade correspondents e dada por v = 8k /m = -eE t/m Se na 
presenya de um campo constante E existern n efetrons de carga q = -e por unidade de volume 
a densidade de corrente eletrica e dada por 

j = nqv = ne 2 rE/m . ( 42 ) 

Esta £ a lei de Ohm. 
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Esfera de Fermi 
no instante t - 0 

jV 

n 



Esferade -Fermi 

I K no insfante t 



l t I ? n T 05 ° rbi,aiS e,etr0nkOS 0Ci,pad(>S d ° W -O esfado fundamental 

Sc,b a , 0 f m0rnen,<, l0ta ‘ ^ Zer0 ‘ ji ^ Para Cada ° rbiUl k existe um orbital ocupado -k (b) 

Sob a mfluenaa de uma for V a constante F agindo durante urn intervalo de tempo f, os vetores de onda de trulm 

TmlrintT'lTl £ " IS ‘° eq, " ValC “ d,,Sl ° Car Je 5k t0di ‘ a esfera (le Fermi Se « «fen. contfim S ele.mns 

" m ° ment ° ,otai dns el(Strons P“» “ ser <Vf'8k e a energia dos eletrons aumenta de .V(/)8k>72m 


Como a condutividade efetrica trC* definida por j = oE, te.nos, de acordo com a Eq. (42): 


Como a resistividade elctriea p <? definida como o reciproco da condutividade, temos: 

p = rn/nc-T . (44) 

A lahela 3 mostra os valores da condutividade elctriea e da resistividade eletricu de varies 
elementos. Em umdndes gaussianas. a condutividade ten. diraensoes do freqiiencia. 

E fdul compreender o resultado expresso pela Eq. (43) para a condutividade de urn gfc dr 
ernii - Es P eranios a carga transportada seja proporcionai a densidade de carga ne- o fetor 
e/m entra r.a Eq. (43) pnrque a aceiera ? ao para urn dado campo etetrico proporcionai i carga 
c e mversamente proporcionai a massa m. O tempo r f o tempo livre mddio. on seia 0 tempo 
durante o qual o eletron e acelerado pelo campo. Praticamente o mesmo resultado e obtido 
para urn gas classtco (maxvvelliano) de el&rons, como o que est£ presente em muitos sornicon- 
outores iracamente dopados. 

Resistividade Eletricu dos Metais 

A resistividade eletrica da maioria dos metais a temperatura ambiente (300 K) 6 dominada 
por cohsoes dos eletrons de conduyao com fonons da rede cristalina; a temperatura do helio 
liquido (4 K), a resistividade <5 dominada por colisoes com atomos de impurezas e imperfei- 
goes da rede cristalina (Fig. 11). Como os dois processos sao praticamente independentes, se o 
campo etetneo fosse desiigado, a distribuiyao de momentos voltaria ao estado inicial com uin 
tempo de retaxayao medio dado por 


onde t l e r, sao os tempos m^dios ,-ntre colisoes para o espall.amento por fonons e por imper- 
feiyoes. respectivamente. 1 




Tabela 3 Condutividade eletrica e resistividade de alg 
metais a 295 K 
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A rcsisti vidade £ dada por 

e-Pi + n. ( 46 ) 

’•-* f* 0 K - * *- « -« *-* 

i«u««v4j; \*"rr uMeMr - a 

rnuilos materials cada ]% de nnv» im i . ° au de pureza da amostra. Para 

« * ord,„rd; rXf ui zn ™ r ^ s6lida produz uma "*•**«» «*■ 

possui unia rrfsHviide residual d, i 7 X it fl “ m Uma de resis i™lade de 1000 



Temperature. K 


Figura 12 Resistencia do pot&sio abaiao de 20 
K. medida cm duas amostras por D. MacDonald 
e K. Mendelssohn. A diferenfa entre as resistivi- 
dades residuais « atribufda a diferentes coucentra- 
?oes de impurezas e imperfeiffies da rede cristalina 
nas duas amostras. 
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* pode chegar a 10 6 , enquanto em certas ligas, coino a manganina, pode assumir valores tao 
. baixos como 1,1. 

E possfvel obter cristais de cob re tac puros que sua condutividade a temperatura do hdio 
Ifquido (4 K) e qua.se KP vezes maior que a temperatura ambiente: nessas condigoes, r ~ 2 X 10 9 
s a 4 K. O Iivre caminho medio l de um eletron de condugao e defmido atrav^s da equagao 

t = »,t , . (47) 

, onde v F 6. a velocidade de vim elytron na supert.de de Fermi, ja que as colisoes envolvem apenas 
elarons nas proximidades da .superficie de Fermi. De acordo com a Tabela 1, v F = 1,57 X 10 s 
cm-s-' para o Cu e, portanto, o liv T e caminho medio 6 (( 4 K) - 0.3 cm. Livres caminhos mevlios 
de at£ 10 cm foram ohsetvados em metais muito puros a temperatura do helio Ifquido. 

A parte que depende da temperatura da resistividade eletrica e proporcional ao numero 
de colisoes dos el&rons com fonons e outros eletron.s por unidade de tempo. O numero de 
colisoes com fonons £ proporcional a concentrate de fonons. Para temperaturas maiores do 
que a temperatura de Debye 9, a concentrate de fonons proporcional i temperatura T e, 
portanto, p*T para T > 9. A teoria das colisoes entre ebtrons e fonons £ discutida com mais 
detalhes no Apendice J. 


Espalhamento Umklapp 

O espalhamento umklapp de eletrons por fonons (anabgo ao processo umklapp descrito no 
Capftulo 5) e responsave! P ela maior parte da resistividade eletrica dos metais em baixas ternpe- 
raturas. Trata-se de processus de espaihatnenlo eletron-fAnon nos qnais um vetor C da rede ren- 
proca est£ envolvido e, portanro, a variagao do momento do eletron no processo pode set muito 
maior do que em um processo de espalhamento normal eletiou-fonon em baixas temperatures. 
fErn um processo umklapp, o vetor do onda de uma partfeuia pode tnudar de sentido.) 

Cousidere uma segao perpendicular ao piano [100] passando por duas zonas de Brillouin 
adjacentes de um crista! de potassio, com esferas de Fermi mseritas nas cluas zonas (Fig. 13). A 
parte de baixo da figure inostra uma colisao normal eletron-fonon k = k + q enquanto a parte 
de cima mostra um processo de espalhamento da forma k' = k + q + G, que involve o mesmo 
fonon, mas termina fora da primeira zona de Brillouin, no pontoA. Esteponto <5 equivalente ao 
ponto A' da zona original, enquanto AA' e um vetor G da rede recfproca. Este espalhamento 6 
chamado de processo umklapp, como o processo analogo de espalhamento de fonons. Colisoes 
deste tipo tern alta probabilidade de ocorrer, porque o anguio de espalhamento pode assumir 
valores prdximos de it. 

Quando a superficie de Fermi nao intercepta o limite da primeira zona de Brillouin existe 
um vetor de onda mmimo q 0 pare o espalhamento umklapp. Em baixas temperaturas, o numero 
de fonons disponfveis para o espalhamento umklapp e proporcional a exp {-9JT), onde 9 V 6 uma 
temperatura caracterfstica, que pode ser calculada a partir da geomeiria da superficie de Fermi 
no interior da primeira zona de Brillouin. No caso de uma superficie de Fermi esferica, com 


Figura 13 Duas esferas de Fermi em zonas de 
Brillouin adjacentes- uma constnujao geoinetriea 
para mostrar o papel dos processos umklapp na resis- 
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um orbital eletronico por atomo no interior de uma zona de Brillouin do tipo ccc, e possfvel 
demonstrar por geometria que <r/ 0 = 0,267Jt F . 

Os dados experimentais (Fig. 12) para o potassio mostram a forma exponential esperada 
com = 23 K, enquanto a temperatura de Debye 6 0 = 91 K. Em temperaturas nmito baixas 
(abaixo de 2 K no caso do potassio), a contribuigao dos umldapp e insignificante e a resistivi- 
dade da rede cristalina e causada quase exclusivamente por espalhamentos normais, de baixo 
angulo, que nao envolvem um vetor da rede reeiproca. 

MOVIMENTO DE ELETRONS NA PRESEN^A DE CAMPOS 
MAGNETICOS 

A partir das Eqs. (39) e (41 ), podemos chegar a equagao de movimento para o desloeamento 
8k de uma esfera de eletrons submetidos a uma forga F e a um atrito representado por uma 
taxa de colisoes Ur. 


HI- 


|)«k = F 


(4S) 


O termo correspondente a aceleragao dos eletrons <5 (hd/tlt) 8k e o efeito das colisoes (o atrito) 
6 representado por /i8k/r, onde re o tempo medio entre colisoes. 

Considere agora o movimento do sistema em um campo magnetieo uniforme B. A forga de 
Lorentz a que 6 submetido o elytron £ dada por 


(CGS; F = — <*( E + ^vXB 

lSI F=-c(E + vXB) 

Para mv = hok, a equagao de movimento se torna 
(CGS) 


(49) 


|. + |)v r -,,( E + lvX B ) . 


(50). 


Supondo que o campo magnetieo B e constante e aponta na diregao do eixo =, as compo- 
nentes da equagao de movimento sao > 


(CCS) 






Ai + r h--‘ F - 


(51) 


Os lesultados para o SI podem ser obtidos substituindo c por 1. 

Supondo que o campo eletrico E tamblm e constante, as derivadas em relagao ao tempo se 
anulam no regime estacionario e as componentes da velocidade de deriva sao dadas por 

= ~ > v <j = + : C; = -~£, , (52) 

onde co, = eB/mc € a freqiiencia de ciclotron, qiie sera discutida no Capitulo S quando 
tratarmos da ressonancia de ciclotron em semicondulores. 
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O Efeito Hall 

O efeito Hall e a^rodugac||le um campo eletric^ entre as faces de um condutor, na diregao 
j x B, em um condutor percorrido por uma corrent.e j na presenga de um campo magnetieo 
jfg* B. Considere uma amostra em forma de barra, submetida a um campo eletrico longitudinal 
£ F, e um campo magnetieo transversal B z , como na Fig. 14. Para que a corrente seja nula na 
diregao y, e preciso q ue Sl\ = 0. De acordo com a Eq. (52), isto 6 possivel apenas se houver 
um Campo eletrico transversal® 


(CGS) 


[ - (SI) 


IT 17 eBT p 

Ej ~ = - —E x 


r r eBr rr 

E,, ~ ~(o c tE x = — E. 


(53) 


A grandeza definida por 




(54) 


6 chamada decoeficiente Hall. Em nosso rnodelo simpliftcadoj, = ne-jEJm e, portanto, 




(CCS) 


(SI) 


Rh= - 


cBrE/mc 

ne 2 rE t B/m 


. J_ 
nec 


(55) 




Cainpo magnetieo B. 


i/I, 



(a) 








Seg - ao perpendicular 
ao eixo z; cstado 
transitrtrio. 


Segao perpendicular 
ao eixo z; estado 
estacionario. 


mt 




14 A geometria mais usada para o efeito Hall: uma amostra em forma de barra. de segao reta retangular. 6 
•ubmetida a um campo magnetieo fl.. como em (a). Uiti campo eletrico F.„ aplicado as extremidades da barra. faz com 
que ela seja percorrida por uma corrente eletrica cuja densidade e j,. A velocidade de denva dos eletrons imediata- 
Wente ap6s a aplicagao do campo eletrico esta representa-Ja em (b). A dellexao dos eletrons na diregao -y 6 causada 
pelo campo magnetieo. Eletrons se acmnulatn na face inferior da barra e um excesso dc ions positivos se estabelece na 
«ce superior, fazendo com que. como em (c), a forg-a exercida por um Samp6 eletrico transversal (campo Hall&ancele 
• forga exercida pelo campo magnetieo. 
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AJm, ji q„e a carga e 6 positiva por ,I,. t ). 

Quanto manor a conccntra{ao da elijtron s de condutao, malor o valor (ein valor absolute) 
^coefjcicnte Hall. A inedida de fi H 6 usada para determinar a eoricentrayao de portadores 
de corrente eletriea em metais e semicondutore^veja 

usado tanto para rep^ntar opeficiente HaJ|( corn© na Eq. (54), como para representar uma 
outra grandeza, a resistencia Ha® em protlemas bidimens, onais. 

O resultado expresso pela'Eq. (55) e uma consequencia da suposigao de que todos os tempos 
de relaxagao sao iguais e independentes da velocidade do eletron. Nos casos em que o tempo de 
relaxagao vana com a velocidade, a equagao deve ser multiplicada por um fator numeric© nao 
mmto maior do que a unidade. A expressao se toma um pouco mais complicada nos casos cm 
que tanto eletrons como buracos contribuem para a corrente eletriea (veja o Capitulo 8) 

Na Tabela 4, os yalores experimental do coeficiente Hall sao comparados com os valores 
calculados a partir de eoncentragao de el6trons. Os valores mais precisos de R„ sao os obtidos 
por um metodo conhecido como ressonancia de helicons (veja o Problema 14 4) 

Os valores experimental mais precisos de R„ para o s6dio e o potassio concordam muito bem 
°° m 08 valores ca,culados P ara unf i eletron de concfugao por atorno, usando a Eq. (55). Observe, 
por^rn, os valores experimental para os elementos trivalentes alumfnio e rndio; eles estao de 
ac-ordo com os valores calculados para um portador de carga positive por dtomo e, portanlo 
estao em desacordo com a hip6te.se de que os portadores de carga sao eletrons. 

Como se pode ver na tabela, o problema de um sinal positive para a carga dos portadores 
tumblm aparece no caso do Be e do As. A anomalia do sinal foi explicada por Peierls ( 1 928). 


Tabela 4 Compa.agao dos valores experimentais do coeficiente 
Mali com os valores teoricos 

If >s valores experimental* de R obtidos por metodos conventional* fi.nun colhidos dos dados u temper.,, no 
yomente apresentados nas t;..r>r las de Landolt-Bon, stein. Os valores obtidcs polo metodo da rcssonamh 
de he!, tons a 4 K sao dc J.M. Goodman. Os valores da concentrate de portadores n sao da Talx-la I 4 
exceto para Na, K, A! e In. caso cm que foram usados os valores de Goodman. Para converter o valor d, 

" mdadeS d ° C f' S P ara 0 valor em volts-centimetros/ampferes-gauss. e precise multiplicar por 9 X 
JO 1 '; para converter R,. em iinirWW rv-'c 3 / . r . . 1 


Metal 

M6todo 

Valor experimental de 
R h em 10 _M unidadcs 
do CCS 

Numero de 
portadores 
por dtomo 

Valor calculado tic 
-1 /nee, em 10 u 
unidades do CCS 

Li 

. convencional 

-1,89 

1 elytron 

-1,48 

-2,603 

Na 

helicons 

conventional- 

-2,619 

-2,3 

1 elytron 

K 

helicons 

convencional 

-4.946 

-4,7 

1 eletron 

-4.944 

Rb 

convencional 

-5,6 

1 eldtron 

-6,04 

Cu 

«,n\ ericionaJ 

-0,6 

1 eldtron 

-0,82 

Ag 

convencional 

- 1,0 

1 eldtron 

-1 19 

An 

conventional 

-o,r 

1 eletron 

-1 18 

Be 

convencional 

+2,7 



Mg 

convencional 

-0,92 



Al 

helicons 

+ 1,136 

1 buraco 

+ 1.135 

In 

helicons 

+ 1,774 

1 buraco 

+ 1.780 

As 

convencional 

+50, 


Sb 

convencional 

-22. 



Bi 

Convencional 

-6000, 

- 

- 
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ggg* ^’ffibvimehto de pdr^dorePe"t^|a apSSTpo^tb| que Heisenberg mais tarde chamou 
~ & de buracos , nao pode ser explicado por um gas de eletrons livres, mas encontra uma expli- 
ca?ao naturid en) lermos da teoria das bandas de energia, que sera discutida nos Capftulos 7 

* 9- A te0na daS bandas de ener g ,a tambem explica os valores elevados dos coeficientes Hal! 
ruifi-- do As. Sb e Bi. 

rtViVt.' ' 

CONDUTIVIDADE TERMICA DOS METAIS 

. g No Capitulo 5 encontramos a expressao K = ±Cv! para a condutividade termica de partf- 

culas de velocidade v, capacidade termica por unidade de volume C e livre caminho m6dio ( 
•>:. Usando para a capacidade termica de um gds de Fermi o valor dado pela Eq. (36) e fazendo 
£ilv T f = e F /k s = mVf/2k u , temos: 


„ nk 2 B T 

O t) 

** mvr 


irnklTr 


onde r = Uv F e o tempo medio entre eolisoes en 6a eoncentragao de eletrons. 

Os maiores responsdveis pela condugao de calor nos metais sao os eletrons ou os fonons? Nos 
metais puros, a contribute dos efctrons 6 dominante. Nos metais impuros e em ligas desorde- 
nadas, o livre caminho medio dos efetrons 6 reduzido por eolisoes com impurezas ou imperfei- 
goes e a contnbuigao dos fonons pode ser da rnesma ordem que a contribuigao dos eletrons. 

Razdo entre Condutividade Termica e Condutividade Eletriea 

De acordo cotn a lei de Wiedemann-Franz, no caso de metais em temperaturas nao muito 
baucas, a razao entre a condutividade termica e a condutividade e)6trica e direlamente propor- 
cional a temperatura, com o valor de constante de proporcionaiidude variando de metal uara 
rnetal. Este resultado Ini importante na historia da teoria dos metais, ja que esiava de acordo 
com o model© de um gas de eletrons como portador de energia e cargas detrieas. Pode ser 
obtido usando a Eq. (43) para ere a Eq. (56) para K: 

K _ TrklTm/Zm (k h V_ 

fr wr-hn ^ 

O numero de Lorenz e definido atraves da equagao 


L = K/aT 


e de acordo com (57) temos: 


^ 3 (^) 1,3 (erg/esu grau) 2 

= 2,45 X 10"* VV Q-K- 2 . (59) 

Este interessante resultado nao depende de n nem de m. A Tabela 5 mostra os valores expe- 
rimental de L para alguns metais a 0"C e a lOO'C. A concordancia com a Eq. (59) pode ser 
considerada boa. r 


Problemas 

1. Energia cinetica de um gd„ de eletrons. Mostre que a energia cinetica de um gas tridin, ensionais 
com A eletrons livres a 0°C e dada por 

V* = iNe F . (60) 

2. Pressdo e modulo de elasticidade de um gds de eletrons. (a) Esereva uma equagao que rela- 
cone a pressao ao volume de um gas de eletrons a 0 K. Sugestao: use o resultado do Problema 1 e a 
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Tabela 5 Valores experimental* do numero de Lorenz 


L X 10 s (W Q K' 2 


L X 1(P (W.Q.K-*) 


para o valor de B. ' da contnbuiyao do gis de eletrons 

1 d ‘ m ’ mse ’- M “ ,re - * * f.™, 

H(T) = k„T In lexp(mifr/t,nk B D — lj ^ 

*<*? * - eldtron livre e m duas 

4. Cases de Fermi na astrofisica. (a) Dado que a masslTso UmJTx\^T\ 

de el * trons d<) Sol- Em uma ana branca estes eletrons „ , g * Crt,me ° n,wnerr ’ 

2 X 10- cm; determine a enema de Fermi do, Ser C ° nt,d ° S em U!ria esfera d <-> rain 

no limite relativistieo e > nj esta relacionada " ® m efet ™ ns * vo,ts (b ) A energia de urn eletron 
f “«* „ . energia * ^ ^ ‘ fc 

para qne a maioria dos eletrons fonne urn mar de Fermi n t ’ 1( * eV ’ 'osuficiente. portanto, 

S ' e° Ll^X^o U S,e 7“ >n A de "’ ,dad '- H<) ,f T"d-> <= 

ratura de Fermi 7> ab ‘° h,ta CaIcu,e a ener g ia ^ Eermi e f e a tempo- 

*■ 

- < Jada po, mJ ' P " 4 n * COnd “' lviJ ‘* eletrica pa. „ ma freqi.La mg ,fc 

*«>*<K0)(-i±*SL) 

. \1+(6>t) 2 /’ (62) 

onde ai 0) = nc'r/m. 

’.'nsc: ^ , oo™ ^cen,^, 

.temado 

de,d M „„ p uZ, 4 dlda P" ^ P“^'.me„,e a„ pl ,„„ A denude d J ^ 

a c.)i.a C ao < da veWidaiZdcZ'sI) para^ ^ ° "''" P '' "" ! ‘ li ‘ , c “ ,Mo1 - <»> Rftolva 
Jade. n,J ' 5 ' , c “ lc " lar “ s do ta.,o r magnet,*, , ndu , ivi . 

Este problema e relativairiente dificil 
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O'n O’.J.J i<of/4n(ii ■ cr Tly - - (T, IX = w,toj/4mj 2 , 

onde at = 4W/m. (b) Observe nas equates de Maxwell que o tensor constante dieletrica do meio 
esta relacionado ao tensor condutividade atrawis da equa V ao e = 1 ♦ i(4rr,a>)cr. Considere uma onda 
eletromagnetica com vetor de onda k = H. Mostre que a rela 9 ao de dispersao para esta onda no 
meio considerado 6 

c~k 2 = ay 1 — a ) 2 ± (o^ojjju) . 

p ara uma dada freqiiencia, existem dois modos de propagate com vetores de onda diferentes e velo- 
cidades diferentes. Os dois modos correspondem a ondas circularmente polurizadas. Como uma onda 
Imearmente polanzada pode ser decomposta em duas ondas circularmente polanzadas, a conclu sao 
6 que o campo magnetico faz girar o piano de polariza V ao de uma onda linearmente polanzada ' 

8. Energta de coe.dc de urn gd. de Fermi. Definimos uma distancia normalizada r. como rja» 
onde r 0 ^o raio de uma esfera que control urn elytron e a„ 6 raio de Bohr hVcbn. (a) Mostre oue a 
energia cn^tica m^dia por elytron em urn g* de Fermi a 0 K 1 2,21/r 2 . onde a energia e express! em 
ry ergs com Ry = me /2ft 2 . (b) Mostre que a energia eletrostdtica de uma carga positiva pont.ia! e 
interagindo com a distribui 9 ao uniforme da carga de urn elytron em urn volume de raio r 0 6 -3eV2r 
ou -3/r em 0 'dbergs. (c) Mostre que a auto-energia eletrostatica da distribute uniforme da carga 
de um elytron na esfera 6 3cV5r 0 ou 6«r. em rydbergs. (d) A soma de (b) e (c), -1.80/r„ d a energl 
eletrostdtica total por elytron. Mostre que o valor de equilfbrio de r. ^ 2,45. Um metal como este e 
mais estdvel do que um conjunto de dtomos separados de H? 

9. O tensor magnetocondutividade estdtica. Mostre. para a velocidade de deriva expressa pelas Eqs 
(51). que a dens.dade de corrente estatica pode ser escrita na forma matricial 


1 — 
W..T 1 

0 o 


I + [io,.T)-J \E. 


No limite de altos Campos magn^ticos w, r S> 1, mostre que 

<r, JX = ncdB = - rr ly . (fi5) 

Neste limite, <r„ « 0. A grandeza <7- yl e chamada de condutividade Hall 
1°. Resjstencia superficial maxima. Considere uma placa quadrada de lado L. espessura d e resistivi- 
dade el^tnca p. A res.stencia med.da entre bordas opostas da placa e chamada de resistencia super- 
ficia ; H d = pLILd = p/d, que 6 independente da area L* da placa. (R a 6 chamada de resistencia por 
quadrado e expressa em ohms por quadrado. ja que p/d tern dimensao de ohms.) Substituindo p pelo 
seu valor, dado pelaEq. (44) temos R D = m/n^r. Suponha agora que o valor mmimo do tempo entre 
cohsoes seja determinado pelo espalhamento nas superficies da placa, de modo que r = d/v F onde 
o f a velocidade de Fermi. Nesse caso, a resistencia superficial mdxima t R u = - mv /ruP (: = Mostre 
que para uma placa de um metal monoatomico coin um atomo de espessura R n - ti/e 1 - 4 1 kQ 


*Estc problema e relativainente tlifuil 
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Isolante Metal Semimetal Semicondutor Semicondutor 


Figure 1 Diagramas esquematicos mostrando a ocupayao dos mveis de energia permitidos em um isolante, um metal, 
um semimetal e dois semicondutores. A escala vertical indica as energias dos diferentes estados e as regioes sombreadas 
mostram os estados ocupados por eletrons. Em um semimetal. como o bismuto. uma banda esta quase completa etmtra 
banda estS quase vazia no zero absoluto, mas um semicondutor puro, como o silfcio, e um isolante no zero absoluto. 
O semicondutor da esquerda estd a uma temperatura finita e por isso existem portadores excitados termicamente. No 
semicondutor da direita, uma das bandas nao esta totalmente preenchida, por causa da present de impurezas. 





CAP ITU LO 7: BANDAS DE ENERGIA 


Quando comecei a pensar a respeito, percebi que o problema 
principal estava em explicar de que forma os eletrons conse- 
guiam passar por todos os tons de um metal... Atraves de uma 
analise de Fourier elementar, descobri, para minha satisfa$ao, 
que a onda diferia da onda plana dos eletrons livres apenas por 
uma modulagao periodica. 

F. Bloch 


O modelo dos eletrons livres permite explicar a capacidade termica, a condutividade termica, 
a condutividade eletrica, a susceptibilidade magnetica e a eletrodinamica dos metais. Entretanto, 
o modelo deixa de responder a questoes igualmente importantes; a diferenga entre metais, semi- 
metais, semicondutores e isolantes; a existencia de valores positives para o coeficiente Hall; a 
relagao entre os eletrons de condugao dos metais e os eletrons de Valencia dos atomos isolados; 
muitas propriedades de transporte, particularmente o magnetotransporte. E evidente, portanto, 
que precisamos de teorias mais sofisiicadas. Felizmente, estas teorias podem ser formuladas 
com relativa facilidade e conduzem a resultados extremamente uteis. 

A diferenga entre urn born condutor e urn bom isolante 4 abissal. Um metal puro pode ter 
uma condutividade eletrica de menos de lCr 10 Q cm a 1 K, se o metal nao se tornar supercon- 
dutor. A mesma temperatura, um bom isolante pode apresentar uma condutividade eletrica 
de mais de 10 22 Q cm. Talvez nao exista nenhuma propriedade comurr. dos solidus como uma 
faixa tao grande de variagao. 

Todo solido contem eletrons; a questao importante para a condutividade eldtrica e como os 
eldtrons respondem a um campo eletrico aplicado. Como veremos mais adiante, os eldtrons 
nos cristais estao dispostos em bandas de energia (Fig. 1) separadas por bandas proibidas, 
isto 4, energias que os eletrons nao podem assumir. As bandas proibidas resultam da interagao 
das ondas associadas aos eletrons de condugao com os ions da rede cristalina. 

O cristal se comporta como um isolante se todas as bandas de energia permitidas estao total- 
mente cheias ou totalmente vazias, porque nesse caso nenhum eletron pode se mover em resposta 
k aplicagao de um campo eletrico. O cristal se comporta como um metal se uma ou mais bandas 
esta parcialmente cheia, com 10 a 90% da capacidade, digamos. O cristal se comporta como mn 
semicondutor ou semimetal se uma ou mais bandas esta quase cheia ou quase vazia. 

Para compreender a diterenga entre isolantes e condutores, devemos modificar o modelo do 
elytron livre, para levar em conta a existencia da rede peri6dica do cristal. A nova propriedade 
mais importante que surge desta modificagao 4 a existencia de uma banda proibida. 

Vamos encontrar outras propriedades interessantes dos eletrons, que surgem em conse- 
qiiencia do fato de se encontrarem em um cristal. Assim, por exemplo, ao responder a aplicagao 
de um campo eletrico ou magnetico, os eletrons se comportam como se possuissem uma massa 
efetiva que pode ser maior ou menor que a massa do elytron livre e pode at6 mesmo ser 
negativa. Os eletrons nos cristais podem responder a campos aplicados corrio se possuissem 
uma carga eletrica negativa ou positiva, -e ou +e, o que explica o fato de terem sido observados 
valores negatives e positivos do coeficiente Hall. 

O MODELO DO ELETRON QUASE LIVRE 

No modelo do eletron livre, os valores de energia permitidos estao distribuidos continua- 
mente de zero a infinito. Vimos no Capitulo 6 que 
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islu <*, ondas progressivas de momenta p = hk. 

J77T ^ bandaS . ^ “ m Cri!,al mui, “ vezes ser d «™ta »<tequadamente polo 
odelo do elytron quase livre, no qual se supoe que os eliftrons de ulna banda sao perturbad,, 

P P °T Cia ' Peri " di “ d “ ,OOS da rede Cristal "‘ a - Es,e mod * rcs ponde 

r«l's ' “ qUaSe ,0daS “ a res E*«° d ° Mmportamento dos efetons e„, 

oH^fTt q "? 25 Ten uT de Bragg S “ “ ma daS carac *erfstica5 da prapaga^o de ondas on, 

to “o'nand Pr ° 7 “7^ P ° r refa6eS * Bra *» “ °" d “ eLrfinicas nos cris- 

ScW nt Umil ° Bra ® " 3 ° e " Slem Progressivas da eqna t ao de 

€ nntS ' C ° m ° 7 “ Fig ' 2 '’ S3 ° ba " d “ P roibida ' V d eterminam se L sdlid! 
t um isolante ou um condutor. 

de 77 nsk ' am ™ te * ori S™ <*» l»«l» proibidas esaminando o problems simple, 

e 7, m £ “ m6 —1 A ~ >e ^ wdM ' A «*• 2 m °straaparte debaixaene^ da 
a . I banoas. am ,a) para el«mns totalmente hvm e ein (b) para eldtmns quase livre, 

trrtr, ^ = ± ^ * •»***' * * + «* - *< ^ ^ 

■ 0,nd ooda de vetor & onda k se torna, em uina dimensSo. 


k - -|G - tnir/a 


onde C - um vetor ,1a rede reoiproca e n * am mimero mteiro. As primeiras rellexae, 

apnmena banda pro, bid, .xorrem em k = ±*u. A regiac do espa 9 o remproco entre-^ 

,rr P T ,ra 2 ° na Bri ' IOUin d “ ta reJe ' outras k»*. proibidas para 

outros .alores do numero mteiro n. 1 2 

As rnnyoes de onda emk = ± n/a nao sao ondas progressivas do tipo exp(im/o) ou exp(-f vx/a) 

como no easo de el^trons livres. Para estes valores espeeiais de k. as fun ? 6es de onda sao feitas 

. P n l &™ de ondas « propagando para a direita e para a esquerda. Quando a condieao 

rTt l " * * ‘ SatiSfeita P ° r Um Vet ° r de ° nda uma °" da - P-pagando 

para a dtrerta $ refletida e passa a se propagar para a esquerda e vice-versa. Cada reflexac, de 

Bragg mverte o sentido de propagate da onda. Uma onda que nao se propaga para a d"e^ 

nem para a esquerda 6 uma onda estaeionaria, que nao vai a Jugar nenhum. P 



“**“ • — • P~ * - OS;' e ."SI “■» b “ d “ 
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O estado independente do tempo e representado por ondas estaeionarias. Podemos formar 
duas ondas estaeionarias diferentes a partir de duas ondas progressivas 

exp(± i-nx/a) = cos (vx/a) ± isen(vx/a), 
e, portanto, as ondas estaeionarias sao 

q ,V . </'{ + ) = exp(i7T.t/fl) + e\p(—iTrx/a) = 2 cos (vx/a) ; 

tft(-) = exp (iTrx/a) - exp(-iirx/a) = 2isen (irx/a) . 

As ondas estaeionarias sao rotuladas como ( + ) e (-), dependendo do modo como seu sinal se 
comporta quando x 6 substituido por —x. As duas ondas estaeionarias sao compostas de partes 
iguais de ondas progressivas que se propagam para a direita e para a esquerda. 

■;M': Origem da Banda Proibida 

‘ ondas estaeionarias ip(+) e ip(—/ acumulam el^trons em regioes diferentes e, portanto, 

if “ duas ondas t ® m vaIores diferentes de energia poteneial no campo dos ions da rede. Esta 6 

■7 a origem da banda proibida. A densidade de probabilidade p de um elytron 6 if if/ = |^j 2 . Para 

ffz uma onda progressiva pura exp(ffer), temos p = exp(-ikx)exp(ikx) = 1 e, portanto, a densidade 
, de carga 6 constante. Por outro lado, a densidade de carga nao e constante para uma eombina?ao 
linear de ondas planas. Considere a onda estaeionaria if + ) em (5); neste easo, temos 

- ,-r, p(-f) » |tW + )j 8oc cos 2 m/a . 

:l Esta fun^'jo aeumula eletrons (eargas negativas) nos ions positivos situndos em t = 0 a, 2a ... 
v na Pig- 3, onde a energia potential t* menor. 

(• , energia pi>iendi:l 


p, densidade de probabilidade 

I r \<H-)\ 2 




Figura 3 (a) Varia^ao da energia poteneial de um eletron de conduvao no campo dos ions de uma rede unidimensional, 
(b) Distribuifao de densidade de probabilidade p na rede p.ira [i/n'-'ip a sen 1 m/a, |0(-t-)| 2 * cos 2 m/a e uma onda 
progressiva. A fun t ao <g + ) acumula eletrons nas proximidades dos tons positivos, reduzindo assim a energia poteneial 
em relagao a energia poteneial media vista por uma onda progressiva. A funfao ig-) acumula electrons na regiao entre 
os ions, aumeritando a energia potential em rela^ao a energia vista por uma onda progressiva. Este modelo ajuda a 
explicar a origem da banda proibida. 
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* F, J ' 3a , m ° S . tra a ; aria ^° da ener S ia potencial eletrostatica de um eletron de conducao no 

Sr~~= 5 == 

No caso da outra onda ustacionaria, #-), a densidade de probabilidade e dada por 
P( ~ ) = I - ) | 2 K sen 2 m/a 

~E 5 ?,??^^ 


Largura da Banda Proibida 

As fun^oes de onda no limite da primeira zona de Briiluoir, * = n /a sao vT cos m-/,, ** 

= V cos 277x/rt . | ^ It cx eq (3) L 0 b ic^/ 
Em primeira ordem, a difcren 4 a de energia entre os dois estados estaeionSrios t dada por 
E a = J (i tk U(x) [|«^(+)| 2 - j^{-)| 2 ] 

f w 

~ ~ J U <-'os(^7rx4/)(cos 2 7rv/a - sen 2 Tm/tf ) = (/ 

Assim, a largura da bauds proibida t iguai a eompoueu.e de Fourier do potencial crisialiuo. 


FUN^OES DE BLOCH 

(7). 

onde u k (r ) tern a periodicidade da rede cristalina com u l r \ - . / . ti , _ 

translate da rede. A Eq. (7) e a expressao matematica do teoremYde Bloch" 6 * ^ ^ 

As autofun 9 oes da equate de onda para uma partfcula submetida a um potencial nerio- 
da^^crisSfia. 0 ^ UmU ° n ^ a p,ana ex p(*k' r ) por uma fun 9 ao u k (r) com a periodicidade 

e nod"* 1 fUI ? 30 ^ ° nda ^ Um el ^ r ° n da f ° mia da E< 1' < 7) 6 chamada de fun 9 ao de Bloch 

fnneoes de BlochTf ^ S °? * '**" P ro g ressivas - «*» veremos mais adiante. As’ 

9oes de Bloch podem ser agnrpadas em pacotes de ondas que representam eletrons aue se 
p opagam hvremente no potencial criado pelos fons da rede 



* Se f ° SSe P ™ J| exis,ir progressiva com k = n/a ou com k = -via. (N.T.) 
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n h iq 


iutu h 

-{a + bj -|t? 0 ^ a n + b\ 


Figura <4 Potencial periodieo quadrado do 
rtiodelu de Kronig-Penney. 


existe nenhuina outra fun 9 ao de onda com a mesrna energia e o mesmo vetor de onda que if/ k . 
O caso geral sera discutido mais tarde. Considere N pontos da uma rede cristalina ur.idimen- 
sional em um and de comprimento Na. A energia potential 6 periddica em a, com U(x) = 
U(x + s/ 7 ), onde s 6 um numero inteiro. 

Levando em conta a periodicidade da rede, buscamos sohfoes da equa 9 ao de onda tais 
que 

i‘(x + a) = Ci//(.t) , (g) 

onde C e uma constante. Alem disso, ao completar uma volta em femo do anel, devemos ter 
•Hz + Na) = Mx) = C v Mx) , 

para que <tf.x) seja uma fun 9 ao unfvoca. Assim, C deve ser uma das N raizes da unidade: 

C = <#xp(t27is//V) ; s =■■ (), 1, 2 jV — 1 . (9) 

De acordo com a Eq. (9), 

ij/(x) f u k (x) exp(i2srsx/V«) (10) 

satis faz a Eq. (8). contanto que u k (x) ter.ha periodicidade a, de modo que u k (x) = u k (x + a). 
Este e exatamenie o teorema de Block expresso pela Eq. (7). 

O MODELO DE KRONIG-PENNEY 

Um potencial periodieo para o qual a equayao de onda pode ser resolvida em termos de funcoes 
elementares e o potencial em forma de onda quadrada da Fig. 4. A equa 9 ao de onda 6 

h* d 2 ^ 

onde U(x) 6 a energia potencial eeeo autovalor da energia. 

Na regiao 0 < x < a, na qual U — 0, a autofun 9 ao & uma combina 9 ao linear, 

i{/ = Ae lKx + Be~ /ICx , ( 12 ) 

de ondas planas se propagando para a direita e para a esquerda, com energia 

e = A 2 K 2 /2m . (13) 

Na regiao -b < x < 0, ou seja, de.ntro da barreira de potencial, a solugao e da forma 

iff — Ce^ T + De~^ y , (14) 



U„-€-h 2 Q 2 /2m . ( 15 ) 

Queremos que a solu 9 ao completa tenha a forma de uma fungao de Bloch, Eq. (7) Assim, 
a solu 9 ao na regiao a < x < a + b deve estar relacionada a solu 9 ao (14) na regiao -b < x < 0 
pelo teorema de Bloch: 
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< x <ti + b) = tf /( (}) -« • . ,jg 

qoe define o wtor de onda k tisado como indite para n,tu!a, a solugao. 

const antes A, B, C e D sao escolhidas de ta! forma one fiedfidx sejam eon tin, kin m 
x- Oei -o. Estas sao as eondigoes de contomo usual* em problems de mecanica qufmtm,,’ 
que envolvem barreiras de potential quadradas. Em x - 0, 

A + B = C + D ; ' m 

WA-B) = Q(C-P) , (J<S) 

fi* Q( o mesmo Ja Eq. (141 Km* x - a, «mdo , Eq (16) para «„) do bdo .la Wta 
tennos de fi-V). 

A*?** r Be"'* « fCe-«* + £fc<*) ; / , 9) 

• 

iKiAe** - Be~ ,x “ ) = QiCc"®* - De®’} ^0) 

Pam que as Eqs. (17) a (20; tcnhum solugao. 6 precsso one o determinante dos coefinentes 
• o C e D seja nulo, o que nos d,5 

[(P* - K-)/2QK\serl Qb seuKa + cosh Ok cos Ka = cos k(a + b) . £314 

As manipulates algebncas necesslrias para chegar A Eq. (21 a; sao bastante trabaihosas 

O ytunoo se toroa mais simples no lirnite em q .ie as ba rreiras de potential quadradas sf-o • 

suosqtmuas por uundms infinite, fazendo«fc- « 4 de ta) forma que - 4 , 
grancei-a hr;, ta. Neste lirnite, Kc Qb < I e a Eq. *2la) sc reduz a 

{P/KahenK/i + cos /Cv •= cos t2ihi 

_ Aslwsd.- n, lores de Span, as quais esta eqnagfio tern solugao estio plot., das na Fi<r. 5 pan. 
r VT' Os valores correspondentes da energia euae dotarios na Fig. $. Observe aTband ,, 
prouHoas nos limits das annas de BriHouin. O indict important* 6 o vetor de onda k du fimeSo 

, WuCft ° na ° ° * dH Et b 1 2 2 ' ’ ( l ue estii reiacionado A energia airaves da Eq. (13). Uma analist 
Ueste Riesmo probiema no espago redproco sera apresentada mais adiante. 


EQUA^AC DE ONDA DO ELYTRON EM UM POTENCIAL PEHI6D1CO 

Mostrttnos na Fig. 3 a forma espcrada da solugao da equagao de SchrtSdinger no lirnite da 
pnmeira zona oe BriHouin, ou seja, para k * ±1*. Van, os agora analisur com mais dctalhes a 
equagao de onda para urn potencial generico, para valores genSricos de k. Seja U<x) a energia 
potenciai de urn eletron em uma rede unidimensional de constante de rede a. Sabemus q.rn 
cm relagao a translagoes da rede cristalina: U(x) = Uix + a) 
Uma fungao mvariante em reiagSo a transiagoes da rede cristalina pode ser expand, da em uma 
sene de bouncr de vetoresG^j^t^^efpro^. A expansao da energia potential em serie de 
fmjner^ode ser escrita na forrna fL'O tMt ’ 

V ’ 

L(a - L <- c • ;•> (22) 

Para a maioria dos potencies cristalinos, os valores. dos eoeficientes V c diminuem rapidamente 
com o aumenlo de G. No caso de urn potencial cletrostatico puro, U a e proportional a VC 1 . 

A energia potencial U{x) deve ser uma lunrao^r^I; Q 

v 

m = 2 Uc(gt±e^ = 22 UcX^Gx . ( 23 } 

° V +ai i)j c>,) 

Por eonveni^ncia, esta, nos supondo que o cristal l . simetrico em relagao a r = 0 e que U n = 0. 


Banda* de Energia 



1 5 GrSfico da fur.^io :p/Xa) sen Kti + «w ':ji par-i ? - 3^2. G. valores [lermitidosda energia e s5o dadas 
aixas de valores de fcs -(2#ifS , fi-) ,,! e 7 . 11 a ys quais o vafSTOffinigao ns;a entre -1 e 4 1. Para os outros valores 
rgia, nso exisirm ,vofe,fl^^a^jd?ao de onda na forma de ondas progres'ivas; $ por isso que aparecem bandas 
las 110 esnectro do energia. 


' A cquagao de onda do «m el ytron no cris tal e §f,// — sAonde « £ 0 hamiltoniano efe 4 c 
/ i ' • 4«tovaior de energia. As snlugde-f ^sao dtamadas de autofungoei orbitaisoV fungdes de Bioch. 
■]$£. ExplicitAinente, a equagao de onda e 


e Sc .y 


,tl o orbital <Xx) de; 


A Eq. (24) corresponde a aproximugao de urn eletron, na qual o orhita! fix) descreve o mcvi- 
mento de uin eletron no potential dos ions da rede cristalina e nopotenda! medio dos outros 
el6trons de condugao. 

A fungao de onda fix) pode ser exprcssa con*o uma serie tie Fourier para todos os valores 
do veto? de onda perimridos pe 


ligoes 


i 

I 


^ = 2 C(k) e' 


(25) 



onde tejj^njnirnero real. (Potleriamos tambem escrever o velor de onda k to, no um indies de 
k, ou seja, usar a notagao C. em vez de C(Jt).] 

Os valores permitidos de K sao da forma 2m/L, onde ti 6 um numero inteiro positive ou 
negativo, ja que estes valores satisfazem ccndigoes de contomo peri6dicas em L. Nao precisarnus 
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supor, nem e verdade rio caso geral aue iMr) «<=.!., i 

Nem todos os vetores~~de ondadtTcc^ pnX^~~ : — 

de qualquer fungao de Bloch. Se um valor particular del- f. f P “ nSa ° em Sf§rie de Fonrifr 

outros vetores de onda da expan sao de ib pI - ■ i “ P “ ?ilrte da expans3u de & todos os 
uinvetor da rede r ecd P roca^^te S ^^a^M^demomtra^ r m^^^i[^ a ^ + ^ ^ 

subconjunto do eoijMM| como mote aV” urn 

explicitamente. Esta situa^ao e (^^wte^^obJ^mdMfono** 1 '™ 11 ^ 0 ' 63 menci0,,iK * a 

no qual nao havia soIuooct indeDendpnt*. F P j ' fonons em uma rede monoatfmnoa, 

-ton, e m* parXZ o profel ^ f P -""f ™ *" * 0 >'» 

; “dr:„ f : n?3 ° cont, ' nu “' a ^ 


■ (-*.f »-£§ -£?««.- 

e o termo de energia potential e ’ ' i = -i- 

i / <\>> 

A -t«!r " a ' a ° * \ no seguinte sonata*,. C. = 5 ^ 

SfnTr;^ 

/ /» i <r o^v/,'oio,Q. 

| / ^ ^doASd <^X Qw&Q (X.- 

(A; - e)C(k) . 7 


onde foi usada a notabac 


A< = trk-/2m 


- 30 - 2 ° o io 20 r 

*■ em umdades de 2tt/L 

'8“ ra 7 Os pontox de baixo represent*™ valores do vetor de onda k - 2 ™ 7 ... , , 

Ffe"' 
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A Eq. (27) e uma fonna util da equagao de onda em uma rede peri6dica, embora seja pouco 
familiar, ja que a equagao diferencial (24) foi substitufda por um sistema de equagoes alge- 
bricas. O sistema parece diffcil de resolver porque, em principio, existe um numero infinito 
de cons tan tes C(k - G) a serem aeterminadas. Na pratica. um pequeno numero de equagoes 
(dois a quatro) 6 suficiente. £ preciso alguma experience para apreciar as vantagens da abor- 
dagejn algebrica. 

Outra Demomtra^ao do Teorema de Bloch 

Depois que dete rminamos as constants C da Eq. (27}, a fungao de onda (25) 6 dada por 


que pode ser escrita na forma 


m*) = lc(k - o^-y; ^ Is (2S) ^ 

K'~K' 6 > 

<A*(.v) = ( 2 C(k - G) e- u; Ae lkt * X t ( x ) . 


x HktfSCik-Q.c-**. 

Como u k (x) e_uma expansfio em serie de Fourier riiSvetores da rede recfproca, e invaria nt? 
em relagao a translagoes T da rede cnstalina, ou seja, n t fv.' = u ,(x + T). Podemds demonstrar 
este fato calcuiando o valor de u t (x + T): ] 

u t (xfT) = 2 c(k - G&-***” = cifc - ciT^] =fx« t u-) . 

Como, Je acordo com a Eq. (2.17), exp(-iCr) = 1, temos u k (x + T) - u^x), o que confirms* a 
periodicidside de u k . Esia e uma prova mais completa do teorema de Bloch, que 6 valida mesmo 
quando as fungoes gfc. sao dege m; radas. 



Momento Cristalino de um Eletron 

Qual e o signifieado do vetor de onda k usado para rolular a fungao de Bloch? Ele possui 
varias propriedades; 

* Ap6s uma translagsio da rede cristsilina que transforma remr + T, temos: 

^ k (r + T) = e ik T e A r u k (r + T) = c' k - T ^.(r) , (30) 

ji que u k (r + T) = u k (r). Assim, exp(ik-T) 6 o fator de fase pelo qual uma fungao de Bloch 
e multiplicada quando realizamos uma translagao T da rede cristalina. 

* Quando o potencial da rede e nulo, a equagao central (27) se reduz a (A k - e)C(k) = 0 e, 
portanto, todos os coeficientes C(k - G) sao nulos a nao ser C(k), o que significa que ir k (r) 
e constante. Assim, i/g(r) = exp(ik r), como no caso do elytron livre. (Esta analise supoe 
que tivemos o cuidado de escolher o valor “corretc” de k como rotulo. Em varias situagoes, 
outra escolha de k, diferindo da escolha atual por um vetor da rede recfproca, pode ser mais 
conveniente.) 

* O vetor de onda k esta sissociado ao momento do eletron e, portanto, aparece nas leis de 
conservagao que govemam os processes de coiisao em crisfais. (As leis de conservagao sao 
na verdade regras de selegao para transigoes.) A grandeza ^k e chamada de momento cris- 
talino do eletron. Se um eletron k absorve em uma coiisao um fonon de vetor de onda q, a 
regra de selegao ek r q = k' + G. onde G e um vetor da rede recfproca. Neste processo, o 
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e\etron e espalhado de urn estado k para um estado k'. Qualquer arbitrariedade na eseolha 
dos rdtulos das fungoes de Bloch pode ser compensada por um vetor G, sern que os motv- 
msmos nsieos do processo sejam alterados. 

Solufao da Equagdo Central 

A equagao central (27), 

(A* - e)C(k) + 2 U c C{k - G) = 0 , (3]j 

representa um sistema de equagoes lineares homogeneas que envolve os coeficientes C(k - Cl 
para todos os vetores G da rede recproca. O numero de equates e igual ao numero de cocfi- 

aentes C. Para que estas equates tenham solugao, 6 precise que o determinante dos coefi- 
cientes seja-nulo. 

Vamos escrever a., equates para um problem, especffico. Sejag o menor valor de C. s, ,no- 
nnamos que a energia potencial U(x) contenha apenas um componente de Fourier U = U 
vamos chamar de U. Nesse caso, uma parte do determinante dos coeficientes 6 a seguinte: 

At-jg-e U 0 0 0 

u A k- R -t if o 0 

0 U A* - e U 0 (39 « 

0 0 V A**,-* U 

0 0 0 U A*. % -e 

Para demonstrar este fato. basta escrever cinco equates sucessivas do sistema '31 ). O deter.., i~ 
nante, em pnnap,o. tern um numero infinite de termos, mas muitas vezes e suficiente Hm-ihr 
a zero a parte que aparece na Eq. (32). * 

Para um dado valor de k, cada raiz e ou esta cm uma band* de energia diferer.te, exceto 
no caso de coincidence A solufao do determinante (32) We um conjunto de autovalor, 

de energ,a onde r» e um indie* para classificar as energias e k e o vetor de onda usado para 
rotular o coeficiente C k . 1 

_ Na m L ai0rii ! dos c f os> k 6 tomado na pnmeira zona de Brillouin, para evitarpossfveis conlu- 
soes na hora de rotular os estados. Se tiv&semoc escolhido um k que diferisse do valor original 
por um vetor da rede reciproca, obtenamos o mesmo sistema de equals em ordem diferente 
nias com o mesmo espectro de energias. 


O Modelo de Kronig Penney no Espafo Reciproco 

Como exemplo do uso da equa;ao central (31) para um problem, que pode ser resoMdo 
“e^uX “Sr" 1 ” USi * r ° m0dd ° d<i Kr0 ™S' tW >' de - penddico compos,,, 

U(x) = 22 G c cos Gx = Aa2 «5(x — sa) , ^11) 


onde A 6 uma constante eae a constante de rede. O somatdrio se estende a todos os numeros 
mteiros ,s entre 0 e 1/a. As condigoes de contomo sao P eri6dicas em um anel de circunferencia 
mntina. o que corresponde a 1/a atomos. Assim, os coeficientes de Fourier do potencial sao 


U c - f dx U(x) cos Gx = A«2 [ dx 8(x - sa) cos Gt 

0 s Jo 


~ A«2 COS Gsa = A 



(34) 
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Para este potencial. todos os valores de U (: sao iguais. 

Vamos escrever a equagao central coin k como indice de Bloch. Nesse caso, a Eq. (31) se 
torna 

(A* - e)C(k) + A2 C(k - 27 m/a) = 0 , (35) 

onde ■ h 2 k 2 /2m e a soma se estende a todos os numeros inteiros n. Estamos interessados em 
resolver a Eq. (35) para obter os valores de e(k). 

Definindo 

f(k) = 2 C(k - 27 m/a) , (36) 

a Eq. (35) se toma 


C(k) = - 


(2mA/h 2 )f(k) 


Como o somatorio (36) se estende a todos os coeficientes C, temos, para qualquer valor de n, 

f(k) = f(k-2mi/a), (38) 

Esta relagao nos permite escrever 

C(k - 2im!a) = - (2 mA/h 2 )f(k)[(k - 2t ni/af - 2 me/fi 2 )]~ l . (39) 

Sornando ambos os meinbros para todos os valores de n, obtemos, usando a Eq. (36) e dividindo 
ambos os membros po rf{k): 

(h 2 /2mA ) = — 2 [(k — 2im/af — (2m«, / fe*)] - 1 . (40) 

Este somatbrio pode ser executado coin o auxilio da relagao trigonometrica 



Depois de manipulagoes trigonometricas em que usamos expressoes para a diferenga entre 
duas co-tangentes e o produto de dois senos, o somatorio (40) se toma 

g ZxenKa ( 4 0 ) 

4Ka(cos ka - cos Ka) ’ ' 

onde K ? = 2 me/h 2 , como na Eq. (13). 

A Eq. (40) assume, portanto, a forma 

(mAa 2 /2h 2 )(Ka)~ 1 sen Ka + cos Ka = cos ka , (43) 

que concorda com o resultado do modelo de Kronig-Penney, Eq. (21b), para P - mAa 2 /2fi 2 . 

Aproximagao da Rede Vazia 

Na pritica, as estruturas de bandas sao em geral mostradas em graficos da energia em fungao 
do vetor de onda para a primeira zona de Brillouin. Quando sao obtidos vetores de onda fora 
da primeira zona, eles sao transferidos para a primeira zona, por subtragao de um vetor de 
onda apropriado da rede reciproca. Esta translagao 6 sempre possivel. A operagao b util para 
a visualizagao do problema. 

Quando as energias das bandas podem ser aproximadas com precisao razoavel pelas ener- 
gias do elbtron livre, q, = ft 2 k 2 /2m, e aconselhavel iniciar o calculo transferindo as energias do 
elbtron livre para a primeira zona de Brillouin. Nao e dificil fazer isso, depois que se pega o jeito. 
Procuramos um valor de G tal que um valor de k' na primeira zona satisfaga a relagao 
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Ga/2ir 

e(000) 

e(k x 00) 

000 

0 

k\ 

100,100 

(2ir/a) 2 

(K ± 2ni<t) i 

010,010,001,001 

( 2rr/a ) 2 

k; + ('In/af 

110,101,110,101 

2(2t Tfaf 

(k, + 2 t> / uf + (2v/a)- 

iio.ioi.iio.ioi 

2(2?r/a) 2 

(k, - 2777 V /) 2 + (27 t/u)- 

011,01 1.011,011 

2(2ir/a) i 

k \ + 2(2 ir/a) 2 


k' + G = k , 

°"t V , 7° tem nenhu "’ a 7 s,ri '” e 4 o verdadeim valor do vetor de onda do eletron na ml,. 
vazta.JDepois qua : a onda plana « raodulada pela rede, nao exlste mais um vetor de onda Verd , 
deiro para o estado \ft. ) 

form^° rand ° a PHCa de k deP ° iS de rea,iZar a trans,a ? 3o > a ^ergia do elytron livre assume a 
e(k x ,k,jjc z ) = (h 2 /2m)(k + G) 2 

= + G s f + (k y + G/ + (k. + GJ 2 ] 

redproea ' 4 “ ***** zona de Brilloui " e C <* «tende a todos os pontos necessaries da red,. 

S,™°„t derem0 . S ' P ° r exempl °’ us P rfmeir “ bandas d « ^^gia de uma rede cubic simples 
Suponha que estamos mteressados em plotar a energia em fun 9 ao de k na dir^Io [KXlj P „ r 

convenmnc,a,es«)lhe mo S u„ id adeslaisque#>/2 m = I. A tabela a seguir mostra as prinieirus 19 
n as nesta aproxrniafuo da rede vazia, com as respectivas energias e<000) em k = 0 e ( (k 00) 
ao iongo ao eixo k, na primeira zona de Brillouin. ' 

Banda » jooo, 


2,3 

4.5.6, 7 
8,9,10,11 
12, 13, 14,15 
16,17,18.19 


As primeiras 1 5 handas esfao piotadas na Fig. S. Um bom exerticio e plotar as mesmas bam las 
para k paralelo a dire^ao [] 11 ] do espago recfproco. 

Solugdo Aproximada Perio do Limite de uma Zona 

em ™*T- r ag ° ra qUe aS f™*** 0 ** de Fourier U c da energia potential sejam pequenas 
em comparand com a energia cintiica do eletron livre no limite da zona. Vamos considerar 
pnmeiro um vetor de onda exatamcnte no limite da zona, jG, ou seja. ir/a. Nesse ease, 

^ = (|G) 2 ; (k - G ) 2 = (| G — G ) 2 = (| G ) 2 , 

e. portanto, no limite da zona, as energias cineticas das duas ondas componentes k = \C v 
* sG, sao iguais. - 

7 COe 7 en,e im P ortan,e do (29). C(-|C) tambem 4 um coeflciente 

iinportante. Podemos chegar ao mesmo resultado examinando as Eqs. ( 5 ). Conserve,.™ „ a 
equa 9 ao central apenas as equals que content simultaneamente os coeflcientes C(iC) e CM 
G) e desprezamos todos os outros coeficientes. 

Uma das equates de (31) se toma, com k = 5 C e A = h z (lG) 2 /2m, 

(A - e)C(£ G) + UC( -|C) = 0 . • {44 ) 

Outra equa^ao de (31) se toma, com k = |G, 

(A - e)C(-| G) + UC(| G) = 0 . (45) 

oue P 7n!7 eS ' aS , d 7 e1 “ aC6eS P ° SS “ am S0 ' U ' , ' 5<!S " a ° “™ is P”™ os “oftowte. <S precise 
que a energia e satisfa^a a equagao 1 


(4fi) 
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Figura 10 Kazan cntre os coeficientes de i/Kx) = C(k) exp (ifcr) + C(k - C) exp[i(k - C)r], caleulada perto do limite da 
primeiia zona de Hrillmun. Uina eoinponente dnmina quando nos afastamos do lirnite da zona. 


NUMERO DE ORBITAIS EM UMA BANDA 

Consider? um crista! formado pur mn numero par N de eelulas primitivas de constante de 
rede a. Para contar o nilmerc de estados, apiicamos con didoes de contomo periddicas as fungoes 
de onda. Os valores permitidos do vetor de unda k dos eletrons na primeira zona de Brillouin 
sao dados pela Eq. (2): 

k- 0; ±f; (53) 

Truncamos a serie em NdL = rr/a , pois este e o limite da zona. O ponto -Nit/L = -v ia nao 6 
contado como ponto independente, porque a diferenga entre este ponto e o ponto -da 6 igual a 
um vetor da rede recfproca. O numero de pontos 6 exatamente igual a N, o numero de cdlulas 
primitivas. 

Cada celula primitiva contribui com um valor independente e k para cada banda 
de energia. Este resultado tambem 6 vdlido para tres dimensoes. Levando em conta o fato de 
que existem duas orientagoes possfveis para o spin do eletron, podemos dizer que existem 2 N 
orbitais independentcs em cada banda de energia. Se existe um atomo monovalente por 
celula primitiva, as bandas ficam cheias ate a metade. Se existe um atomo divalente por cdlula 
primitiva, as bandas ficam totalmente cheias. As bandas tambem ficam totalmente cheias se 
existirem dois atomos monovalentes por celula primitiva. 

Metais e Isolantes 

Se os eletrons de Valencia completarem exatamente uma ou mais bandas, deixando as outras 
vazias, o cristal sera um isolante. Um campo eletrico extemo nao pode produzir uma corrente 
eldtrica em um isolante. (Estamos supondo que o campo eletrico nao seja suficientemente 
intenso para modificar a estrutura eletronica.) Se uma banda totalmente preenchida esta sepa- 
rada da banda seguinte por uma banda proibida, nao existe nenhuma forma de aumentar ligei- 
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Figura 11 Estados ocupados e estrutura dc bandas (a) em urn isolante; (b) em um metal ou semimetal com super- 
pos'vao de bandas; (c) em um metal com uma banda incompleta. Em (b), a superposigao nao precisa acontecer (-litre 
bandas com a mesma orientagao no espago recfproco. Quando a superposigao e pequena, em vez dc metal temos mu 
semimetal. 


ramente o momento dos eletrons; assim, nada muda quando um campo el£trico e aplicado. A 
situagao 6 muito diferente no modelo do elytron livre, em que o valor de k aumenta linearim-nte 
com o campo aplicado (Capitulo 6). 

Um cristal pode ser um isolante apenas se o mimero de eletrons de Valencia por celula 
primitiva do cristal for um numero par. (A nao ser que haja uma contribuigao de eletrons das 
cainadas intemas, que nao podem ser tratados pela teoria das bandas.) Se um cristal possui 
um numero par de eletrons de Valencia por celula primitiva, e preciso verificar se as bandas 
possuem energias em comum. Se as bandas possuem energias em comum, em vez de termos 
uma banda cheia e outra vazia, o que nos daria um isolante, teremos duas bandas partial tnente 
cheias o que nos dara um metal (Fig. 1 1). 

Os metais alcalinos e os metais nobres possuem um eletron de Valencia por celula prinii- 
tiva e, portanto, sao metais. Os metais alcalino-terrosos possuem dois eletrons de Valencia por 
celula primitiva. Poderiam ser isolantes, mas as bandas possuem energias em comum, o que os 
f’az se comportarem como metais; entretanto, suas caracterfsticas metalicas nao sao tao acen- 
tuadas quanto as dos metais nobres e alcalinos. O diamante, o siltcio e o germanio possuem 
dois atomos tetravalentes por celula primitiva e, portanto, existem oito eletrons de Valencia por 
celula primitiva; como as bandas nao possuem energias em comum, os eristais puros dos ires 
elementos sao isolantes na temperatura do zero absoluto. 

RESUMO 

As solugoes da equagao de onda em uma rede periddica sao fun goes de Bloch da forma 
<Pk(r) = e iVr u v { r), onde u k (r) tern a periodicidade da rede. 

Existem energias para as quais nao existem solugoes para a equagao de onda em termos de 
fungoes de Bloch (veja o Problema 5). Estas faixas formam bandas proibidas nas quais as 
fungoes de onda sao amortecidas e os valores de k sao complexos, como mostra a Fig. 12. 
Sao estas bandas proibidas que explicam a existencia dos isolantes. 

As bandas de energia muitas vezes podem ser representadas aproximadamente por uma ou 
duas ondas planas. Assim, por exemplo, &(x) = C{k)e ikx + C(k - C)e i,l - Ch perto de jG, inn 
limite de zona. 

• O numero de orbitais em uma banda e 2 N, onde N 6 o numero de ciSlulas primitivas da 


amostra. 
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Problemas 

Energia de um eletron livre em uma rede quadrada. (a) Mostre que no caso de uma rede quadrada 
simples (bidimensional), a energia cinetica de um eletron em um vertice da primeira zona de Brillouin 
6 duas vezes maior do que no ponto medio de uma aresta da zona, (b) Qual 6 o fator correspondente 
no caso de uma rede cubica simples (tridimensional)? (c) Qual € a relagao entre o resultado do item 
(b) e a condutividade dos metais divalentes? 

Energia de um elitron livre na zona reduzida. Considere as bandas de energia dos eletrons quase 
livres em uma rede cfc na aproximagao da rede vazia, mas na descrigao reduzida na qual todos os 
vetores de onda k sao transferidos para a primeira zona de Brillouin. Faga um esbogo, para a diregao 
[111], das energias de todas as bandas atd seis vezes a menor energia de uma banda no limite da 



primeira zona de Brillouin, o ponto k = (277/(7X5,5,5), considerada como a unidade de energia. Este 
problema mostra que os limites da banda nao precisam estar necessariainente no centra de uma zona. 
Varias degeneragoes (intersegoes de bandas) sao removidas quando o potential do cristal e levado 
em consideragao. 

3. O modelo de Kronig-Penney. (a) Para um potencial de fungoes delta e P < l, determine a energia 
da banda de menor energia no ponto k = 0. (b) Determine, para o mesmo potencial, a largura da 
banda proibida no ponto k = irta. 

4. Energia potencial da estrutura do diamante, (a) Mostre que para a estrutura do diamante a 
coinponente de Fourier U G do potencial cristalino visto por um elytron 6 igual a zero para G = 
2A, onde A 6 um vetor dc base da celula cubica conventional da rede recfproca. (b) Mostre que na 
aproximagao de primeira ordem das solugoes da equagao de onda em uma rede periddica, a banda 
proibida desaparece no piano do limite da zona perpendicular a extremidade do vetor A. 

*5. Vetores de onda complexos na banda proibida. Determine uma expressao para a parte imagindria 
do vetor de onda na zona proibida que existe no limite da primeira zona de Brillouin. usando a apro- 
ximagao que levou tl Eq. (46). Obtenha o valor de Im (k) no centra da banda proibida. O resultado, 
para pequenos valores de Im (k). e 

(**/2»n)[Iin(Jfc)] 2 * ImUWC 1 . 

Esta fungao, queesta plotadana Fig. 12,e importantr para a teoria do tunelamento de Zener de uma 
banda para outra 11a presenga de urn campo eletrico intenso. 

6 . Rede quadrada. Considere uma rede quadrada bidimensional com um potencial cristalino da 
forma 

U(x,ij) = -41/ cos(2m/n) cos(2irt//a) . 

Use a equagao central para determinar a largura aproximada da banda proibida no vertice ( ir/a , -nla ) 
da zona de Brillouin. E suficiente resolver uma equagao que envolve um determinante 2X2. 


Figura 12 No interior da banda proibida 
existem solugoes da equagao de onda com 
valores complexos do vetor de onda. No limite 
da primeira zona de Brillouin, a parte real do 
vetor de onda e 5 C. A parte imaginaria de k 
esta plotada na aproximagao de duas ondas 
planas. para U = O.OlWTVSm. Em um cristal 
infinito, o vetor de onda deve ser real, caso 
contrario, a amplitude da fungao de onda 
aumentaria sem limite: cm uma superficie ou 

— 1 em uma jungao, por<?m. podem existir solu- 

0.52 goes com um vetor de onda complexo. 
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EFEITOS TERMELliTRICOS 

ft 

equates DE MOVIMENTO 

SEMIMETAIS 

ft 

Demonstracao da equa 9 ao ftk= F 
Buracos 

SUPER-REDES 


Massa efetiva 

Oscila 9 ao de Bloch 

ft 

Interpreta^ao fisica da massa efetiva 

Tunelamento Zener 

sM:- 

Massas eferivas dos semicondutores 
Silicio e germanio 

RESUMO 

% 

SEMICONDUTORES INTRlNSECOS 

PROBLEMAS 

r.i’AK. 

-V • 

Mobilidadc dos portadores 

1. Orbitas de impurezas 
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SEMICONDUTORES DOPADOS 
Doadores 
Aceitadores 

Ionizayao termica de doadores e aceitadores 


3. Efeito Hal) com dois tipos de portadores 

4. Ressonancia de ciclotron para uma 
superficie elipsoidal 

5. Magnetocondutividade com dois tipos de 
portadores 


NOTA: A discussao de brbitas de portadores na present de campos aplieados continua no Capitulo 9. 
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Figura 1 Concentrayao de eletrons era metais, semimetais e semicondutores. Para altas concent rayoos dc imji 
os semicondutores tem uma concentrayao de eletrons semelhante a dos semimetais; para coneentrayoes imiito b 
alguns semicondutores se tomam isolantes, 


Concentrayao de eletrons de conduyai 


CAPITULO 8: MATERIAIS SEMICONDUTORES 


A Fig. I mostra as co ncentrayoes de portadoresjfgic as de metais, semimetais e semicon- 
dutores. Ummatt^^ coitio semicondutor quando apresenta umaffesistividat^ 

r.el^trica a temperatura ambiente na faixa de lO 2 a 10 9 fi cm| que varia acentuadamente com a 
ternperatura. No zero absoiuto, quaselbdcs os semicondutores puros sao isolantes, se defininnos ; 
arbitrariamente como isolante um material com uma resistividade maior do que 10 u Q cm. 

Entre os dispositivos baseados em semicondutores estao os transistores, os eomutadores, 
os diodos, as celulas fotovoltaicas, os detectores e os termistores. Estes dispositivos podem ser 
usadoS como elementos independentes dos circuitos ou como componentes de circuitos inte- 
grados. Neste capltulo vamos discutir as propriedades flsicas dos materiais semicondutores 
clissicos, como o silicio, o germanio e o arsenieto de galio. 

Vamos comeyar com algumas definiyoes. Os semicondutores de formula q m'mica A B , onde ? 
A 6 um elemento trivalente e B 6 um elementojaentavalente, sao chamados de compostos III- / 
V (tres-cinco). Este € caso do antimoneto de Indio e do arsenieto de galio. Quando A 6 diva- ? 
l^iite e B e hexavalente, o semicondutor e chamado de composto II-VI; e o caso do sulfeto de ? 
zinco e do sulfeto de eddmio. O silicio e o germanio sao as vezes chamados de semicondutores 
do tipo diamante, porque apresentani uma estruiura quimica semelhante a do diamante.^ 
diamante, em si, e tnais um isolante do que um semicondgtfil O SiC, carbeto de silicio, € um 
cornposttMvy^^ 

Os semicondutores de alta pureza apresentam uma condutividade intrfn.sec a, enquanto os 7 
semicondutores menos puros apresentam uma condutividade extrinseca associada ajmpurezas. 1 
Na faixa intrinseca de temperaturas, as propriedades eldtricas de um semicondutor nao 
dependem das impurezas presentes. A Fig. 2 mostra o diagrama de bandas de energia associado 
i condutividade intrinseca. A banda de eonduyao estd vazia no zero absoiuto e esta separada da ^ 
banda de Valencia, que esta completa, por uma banda proibida de largura coLm 

A largura da banda proibida e a diferenya de energia entre o ponto mais baixo da banda de 
eonduyao e o ponto mais alto da banda de Valencia. O ponto mais baixo da banda de eonduyao e 
chamado de borda da banda de eonduyao; o ponto mais alto da banda de Valencia 6 chamado 
de borda da banda de Valencia. 

Em temperaturas finitas, eletrons sao excitados termicamente da banda de Valencia para 
a banda de eonduyao (Fig. 3). Tanto os eletrons que passam para a banda de eonduyao como 
os buracos deixados por estes eletrons na banda de Valencia contribuem para a condutividade 
el^trica. 


BANDA PROIBIDA 

A condutividade intrinseca e a concentrayao de portadores intrinsecos dependem de EJk B T, 
a razao entre a largura da banda proibida e a energia tdrmica. Quando esta razao tem um valor 




Banda cfc'viddncia chela -'' '■//,' '■/ 

Figure 2 Diagrama de bandas de um semicondutor intrinseco. EmO k, a condutividade 6 null, porque todos os cstados 
da banda de Valencia estao ocupados e todos os estados da banda de eonduyao estao vazios. A uma temperatura fmita, 
a lguns eletrons sao term icajTientejgvit^^ banda de V alencia para a ban da de eondu yao, onde 

para a corrente eletrica. Portadores gerados desta forma sao chamados de “intrinsecos”.’ 
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Temperature, K 
(b) 


~ Ge «'■« «V) do que noSI ( 1.1 UV 1 wr Do 1 P " l “ * b * n,l “ P"* 


3 a ^banAnproIl^dapi^am SeC0S '^ ^*!? Uena ** "* c0 ' 1{ * uf ' v ’^ u ^® ^ naijai. A Tnln*la 

da band, pi 4 ““ ^ *" ^ * W» 

la 1S ura da banda “'J* ‘""I" 1 " d “ 

cnslal e ao mesmo tempo s 5o crial . eletron e um bmL abs0 ™ 10 1 ’" 1 '' 

™ J 0 :zir » r* * * ?. * *«.„* 

buraoos separados por um vetor de ondalc aN’esse caso um t e tondu C“° eilvolve elftrons <• 
" 3o satisfaz a lei de con*™**, do m&o'mrmu Ktimu,ada P- f*«> 

cante na faixa de enemas envolvida Entreta t J l qU<? ° momento do foon e insignifi- 

a « -ado no processo, poX^tr " " ’ “ ^ f6 "°" de Veh>r de °" da K • feqtlL,, 

. Kfdtonl-l. + K.O; („.£ i+in 

e d “ ener ^- A “**• d ° *“■** » 
faeilmente ace ss( vel, pL“™ “d»7 °“ “ m T° r * ^ rel -va.ne„,e^ n d,. o 

eVlemcompara^^lCradflt ■«» 

para que o fonon necessdrio ji esteia termieam « j emperatiira 6 suficientemente alta 

A eoncentra ? ao de portadores e calculada a nartifde rid *U“ m,n " SKa de temperatures, 
vezes suple$nentadas por medidas 


BANDA PROIBIDA DIRETA 
Absorqao 


Regiao . 
transparente 

/ 

Infcio da 
transi 9 a» 
direta 



BANDA PROIBIDA INDIRETA 

Absorqiio 


Infcio da 
transi^ao indireta 


Iufcioxk 
a truuritjio dfreta 


H h ♦ *n E VMt 

Energia do f6ton ho, — ► Energia do fbton hw — ► 

(tt) (b) 

Pigura 4 AbsorgSo 6tiea em isolantes ptiros no zero absolulo. Em (a), a ahsor 9 3o aumenta bruscamente quar.do a 
energia dos fAtons atinge o valor h<o e , o que indica a-existeneia de mna banda proibida de largura E t = h,o„ Em (b), 
8 ab50i\ao come^a a auinentar gradualmente quando a energia dos fctons atinge o valor hto = E t + AQ, o que indica 
a absorfao de um fAton com a criapao de ti§s partfculas: um elytron, um bunco e um fonon de energia Ai2. Em lb), 
a energia E..„ assmala o Imuar para a criavao de um eletron e um bunco, sem que haja m-nhurn fonon envolvido. 
Este tipo de transit-io f chamado de vertical porquc £ seinelhante 4 transivao direta observada em (a). Estes grif.cos 
nflo mostram as linbas de absorcSo, que is vezes s3o observadas 3 esquerda do limiar e se devem 3 cnayao de um par 
etetron-buraco chamado gxciton. 


se a bamla proibida e tlirela ou ir.direta. As bordas das ban das no Ge e no Si sao ligadas por tran- 
sudes indiretas; as boraas das bandas no InSb e no GaAs sao ligadas por uma transigao direta 
(Fig. 6). No caso do aSn, a banda proibid«i e direta e # exatamente zero; o HgTe e o HgSe^ao. 
^emunetais em que a largura^ "banda proibida ^negStiv|. ou seja. existe umasuperposigao ? 
entre as bandas de condugao^e Valencia^ 


Borda da banda 
de conduySo 
Borda da banda 
de Valencia 


Borda da 

banda de conduyao ft 
Borda da banda ^ 
de Valencia - 


Figura 5 Em (a), o mminm da banda de condu^ao e o mdximo da banda da Valencia estao associados ao mesmo valor 
de k. Nesse caso. uma transi ? ao btica pode ser representada como uma bnha vertical, sem nenhuma varia 9 ao de k, 
porque o vetor de onda do fdton absorvido € insignificante. O limiar de freqiiencia para a absor 9 ao de fdtons deter- 
mina a largura da banda proibida, jS que^ -‘‘hofr A transi 9 ao indireta em (b) envolve um fdton e um fonon, j& que o 
mfnimo da banda de condu f ao e o miximo da banda de Valencia estao associados a valores diferentes de k. O limiar de 
energia para o processo indireto representado em fh^maior do que a largura da banda proibida. Neste caso o limiar 
de freqiiencia para a absor 9 ao de fdtons e a> = EJh + ft, onde Q ^ a freqiiencia de um fonon de vetor de onda K = 
-k, Em altas temperaturas. j4 existem muifos fonons presentes no material; se um fonon 6 absorvido juntamente com 
urn f6ton. o limiar de freqiiencia passa a ser w = E/h- Not a. A figura mostra apenas as transits entre o maximo 
da banda de Valencia e o minimo da banda decondu 9 ao. Podem ocorrer transires entre outros niveis das duas bandas, 
contanto que o vetor de onda e a energia sejam conservados. 


164 Capitulo Oito 


V 

r 

c 

( 

r 


r 

c 

r 

C" 

( 

( 

r 

r 

r 

r 

t 

c 

r> 

c 

r 

r 

c 

c 

r 

c 

c 

< 

c 


Tabela 1 Largura da banda proibida em alguns semicondutores 
(i: banda proibida direta; d: banda proibida indireta) 


E p eV £„. eV 


Semicondutor 

Tipo 

OK 

300 K 

Semicondutor 

Tipo 

OK 

300 K 

Diamante 

i 

5,4 


SiC(hex) 

i 

3,0 


Si 

i 

1.17 

1.11 

Te 

d 

0,33 


Ge 

i 

0,744 

0,66 

HgTe' 

A 

-0,30 


aSn 

d 

0,00 

0,00 

PbS 

d 

0,286 

0.34-0.37 

InSb 

d 

0,23 

0,17 

PbSe 

i 

0,165 

0.27 

InAs 

d 

0.43 

0,36 

PbTe 

i 

0,190 

0.29 

InP 

d 

1,42 

1,27 

CdS 

d 

2,582 

2,42 

GaP 

i 

2,32 

2,25 

CdSe 

d 

1,840 

1,74 

GaAs 

d 

1,52 

1,43 

CdTe 

d 

1,607 

1,44 

CaSb 

d 

0,81 

0,68 

SnTe 

d 

0,3 

0,18 

AlSb 

i 

1,65 

1,6 

CujO 

d 

2,172 


a O HgTe d um semimetal; 

is band: 

s se superpoem 

e E,. e negativa. 





EQUA^OES DE MOVIMENTO 

Vamos agora determinar a equayao de movimento de urn elytron em uma banda de energia. 
Considere o movimento de urn pacote de ondas na presenya de urn campo eldtrico. Suponltu quo 
o pacote de ondas seja composto por funyoes de onda no entomode um certo vetor de onda k. 
Por definisao, a velocidade de grape e dada por t> g = dat/dk. De acordo com a teoria quantica, 
a frequencia associada a uma funyao de onda de energia t e ut = elti e, portanto, 

v ( , = h~ x dc/dk tin v = ft' 1 V h e(k) . ( 1 ) 



Figura 6 Absorvao otica ein antiino- 
neto de fndio (InSb) de alia pureza. 
A transigao 6 direta, ja que as liordas 
da banda de cundugao e de Valencia 
estao no centre da zona de Brillouin, 
k = 0. Observe o aumento abwpto 
do coeficiente de absor^ao ao ser ulin- 
gido o limiar. ( Fontc : C.YV. Cobeli e 
H.Y. Fan.) 
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■ Os efeitos do crista! sobre o movimento dos eletrons estao contidos n aj ^ bciqdf^vs p^rs^ ) 


O trabalho Se realizado sobre o elytron pe!o campo eletrico £ no intervalo de tempo St e 


Observamos que 


8e = -e£t>., 8t 


8e = (de/dk)8k = hv„ 8k 


de acordo com (1). Comparando (2) com (3), temos 

8k = —{eE/h)8i , (4) 

e, portanto, Tidk/dt = -eE, 

Podemos escrever (4) em termos da forya externa F como 

= F . (5) 

dt 

Esta e uma relayao importante: em um cristai, hdVi'dt 4 igual it forya externa exercida sobre o 
elytron. No espayo livre, d(m\)/dt e igual a forya. Isto nao representa uma violayao da segunda 
lei de Newton: em um cristai, o eletron est& sujeito a foryas extemas e tamb^m a formas asso- 
ciadas a rede cristalina. 

No caso mais geral, a forya que aparece no segundo mernbro da Eq. (5) e a soma da forya 
associada ao campo eletrico e da forya de Loren tz exercida por um c ampo magnetico sobre o 
elytron, contando que o campo magnetico nao seja suficientemente intenso para perturbar as 
bandas de energia. A equayao de movimento de um eletron de velocidade de grupo v em um 
campo magnetico constante B £ dada por 


= —fy X B 
dt 0 


(SI) ft~= -ev X B 
dt 


onde o lado direito das equayoes e a forya de Lorentz. Como a velocidade de grupo e dada por 
v = h ' grad^e, a taxa de variayao do ' ; etor de onda 6 




< SI) 


onde agora os dois Iados da equayao se relerem a coordenadas no espayo recfproco. 

O produto vetorial da Eq. (7) mostra que na presenya de um campo magnetico um elytron 
se move no espayo recfproco em uma direyao perpendicular a direyao do gradiente da energia 
e. Isto significa que o eletron se move em uma superficie de energia constante. O valor 
de proieyao k u de k em B 6 constante durante o movimento. O movimento no espayo recfproco 
ocorre em um piano normal a direyao de B e a orbita 6 defmida pela interseyao destc piano 
com uma superficie de energia constante. 

Demomtragao da Equayao ftk = F 

Considere a autofunyao de Bloch t/y associada ao autovalor de energia e v e ao vetor de 
onda k: 

* k = 2 C(k + C) exp[/(k + C) • rj. (8) 

c 

O valor esperado do momento de um eletron com vetor de onda k e 

P„, = (k|-MV|k) - X ft(k + G)|C(k + C)| 2 = h(k + 2 G|C(k + C)| 2 ) 


(9) 
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onde usamos o fato de que 2|C(lc + G)| J = ] 

e^:::rx~xt:rde n, ° t ° e,aran • * -* *—>«■—. * 

«*- isolante^letrostah'eai^nt^Ie^r^excet r o i Dda''n *» - M. do 

uma banda que „3o oonMm nenham outro oletron ^ <,ron "° eS, ' , ' 1 ° 1 * 

condugao fosse livre (m* = m ), o momenta tan! f ° U ™. todo S< f J ~ ^ dL Se 0 elftmi. de 
momenta do eletron de condugao: or nen o ao enstal seria igual a variagfto do 

J = A P,<„ = Ap c) = hAU . (1()) 



ter 5 " ° e " ,r0n * “ ndU550 interaee «* • P° te -4 P-Wta da rede cnstata, deve,„ 

J = A Ptm = Ap r ,,. .+ Ap ( ., . 

De acordo com a Eq. (9). temos: 

Ap<d = * Ak+ | *G[(V fc |C(k + G)| 2 ) • Ak] . ( , 2) 

A vanagao do moment.) da rede en- con«eofiftiH-. j i 
pode ser determinada a partir de um '* ? J mudan « a de estado do elctn,,, 

Were m„„,e„tap ara *£ De rESET* U “ «*• *"■«*■ pela redo 
plana de momenta /iit e redctida corn momenta Mr + "“J-aodo momenta,:* unn .....la 

o momenta t ra,,fend„ para . re*. rpiando o «u* * pvJp^'Zl 

■W - -A | CKTijC.'k + C)P . dki , (| 

porque a parte 

Wk + GJ| 2 • Ak } 

d “t ri ;si d : ' ud “ d,,ran,e * mudani '° * «** ^ 

A P l + APr.il,. = J = AAk , 

exatamente como no caso de eletrons livres Eg (10) A«im A j 

nigao de J, temos: ’ 1 U °' - A m ’ de acordo com a prdpria clcfi- 

hdk/dt = F , 

m,Stodo '°“>l"*n.e m rig ° r ° Sa * ° 6 ‘ p,,r 

Buracos 
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I I ■ 


Banda de condugao 


JTJgura 7 A absorgao de um fdton de energia fiat e vetor de onda 
fcsignificante leva um elytron do estado E na banda de Valencia 
para o estado Q na banda de condug3o. Se lc, era o vetor de onda 
do elytron no ponto E, eontinua a ser o vetor de onda do elytron no 
Ifjjjk" ponto Q. O vetor de onda total da banda de Valencia ap<5s a absorgao 
gf 6 -k, e este € o vetor de onda que devemos atribuir ao buraco se 
X* quisermos imaginar que a banda de Valencia foi ocupada por um 
buraco. Assim, k,, = — lc,.; o vetor de onda do buraco 6 igual ao vetcr 
de onda do eletron que permanece no ponto C. Para o sistema como 
um todo, o vetor de onda apos a absorgao do f6ton 6 k,. + k,, = 0 e, 
portanto, o vetor de onda total nao e modificado pela absorgSo do 
fdton e criagao de um elytron e um buraco. 



Banda de Valencia 


!■ k, = -k,. (17) 

O vetor de onda total dos eletrons em uma banda totalmente cheia 6 zero: 2k = 0, onde 
o somatbrio se estende a todos os estados de uma zona de Brillouin. Este resultado 6 uma 
conseqfiencia da simetria geom^trica da zona de Brillouin: todos os tipos fundamentals 
de redes cristahnas sao simdtricos etn relagao h operagao de inversao r -* — r aplicada a 
um ponto qualquer da rede; por este rnotivo, a zona de Brillouin da rede tambdm <5 simd- 
trica em relagiio a inversoes. Se a banda esta cheia, todos os pares de orbitais k e -k estao 
ocupados e, portanto, o vetor de onda total e zero. 

Se esta faltando um eletron em um orbital de vetor de onda k.„ o vetor de onda total 
do sistema 6 -k r e e atribufdo ao buraco. Este resuitado b surpreeudente: o elytron est4 
faltando na posigao k, e a posigao do buraco em geral e indicada graficamenie em k P , 
como na Fig. 7. Entretanto, o verdadeiro vetor de onda k,. do buraco 6 -k r , que 6 o vetor 
de onda do ponto G se o buraco estd no ponto E. £ o vetor de onda -k„ que entra nas 
regras de selegao para absorgao de f6tons.* 

O buraco 6 uma descrigao altemativa de uma banda com um eletron a menos; ou 
dizemos que o buraco tem um vetor de onda -k c ou que a banda com um eletron faltando 
tern um vetor de onda total -k,. 

2 - k,,) = — e,.(k c ) . (18) 

Neste caso, o zero de energia da banda de Valencia esta no alto da banda. Quanto mais 
baixo esta o elytron que falta, maior a energia do sistema. A energia do buraco tem o sinal 
oposto ao da energia do elytron que falta, jl que £ preciso mais trabalho para remover 
um elytron de um orbital baixo do que de um orbital alto. Assim, se a banda 6 simetrica, 1 
e f(kJ = e c (-k r ) — -e h (-k t ) = -e (l (k,,). Construfmos na Fig. 8 um diagrams de bandas para 
representar as propriedades de um buraco. Esta banda de buracos € uma representagao 
util, porque aparece de cabega para baixo. 


*£ costume usar o rndice h para indicar buracos, porque hen initial de hole, que em ingles signifies buraco. (NT.) 
‘As bandas sao sempre sim«5tricas em relavao a operagao de inversao k — -k se a interact spin-6rbita for desprezada. 
Mesmo com a intera<,ao spin-orbita, as bandas sao sim^tricas se a estrutura do cristal permitir a operagao de inversao. 
Sem um centre de simetria, mas com a intera^ao spin-orbita. as bandas continuam a ser sim&ricas se comparamos 
sub-bandas nas quais o spin do elytron tem sentidos inversos: «(fc,t) = e[Ac,i). Veja QTS, Capitulo 9. 
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Banda de buracos 
construida com 
k,, = -k r e = 
-f ,(k,), para simular 
v a dinamiea de um 
\ buraco. 


Banda de Valencia 
com um elytron 
fakando. 


oposto ao vetor de onda e a enema do orbital eletrA * • ' ° n . ‘ V 1 nergu 1,0 bur4co Sao mas com o stnal 




A nhgu. do bun.ee ,1, , velocidade do eleboo q Ue fal,a. De aoordo rom a Fig 
■ ve ^ k h> ~ ve(& f ) e, portanto, v h (k h ) = v,.(k f ). 


^Tcn:^tr: e T a T aefe ^ <inve — 

zl do tz J Ta r r m e a massa efe,iva de um eii5,r °" ,sm 

postos. Perto do topo da banda de Valencia, a massa efetiva de um eletron ^ neiritiv, e 
portanto, a massa efetiva de um buraco e positiva. g ’ 

c . (Ik,. i 

h—- C (E+-y h XB) . m) 

Esle resultado pode ser obtido escrevendo a equacao de movimento 

(CCS) *'£ = -e(E +1. X B ) 

(it K c v « A D > (22) 

para o elytron que esta faltando e substituindo k c por -k, e v nor v, A em.nr^ A 

™7 en ‘° f de Um bUraC ° ^ 3 de Uma P articula ^ carga positiva e. A carga posi- 
6 coerente com a corrente eletrica transportada pela banda da Valencia da FiJs- a 
corrente 6 transportada pelo elytron desemparelhado do orbital G: **' 

j = (-e)v(G) =(—«)[— v(£)] = ev(E) , (23) 

ZLlT7 mente a J C ° rrente de Uma Car 8 a P° sitiva no E se movendo com a mesma 
velocidade no sentido oposto. Esta corrente estd representada esquematicamente naFig! 


fl Massa Efetiva W 

velr d ° f Se T “ a re ^f° e,,lre ™'e>* * «*» de onda para el«rons livres, e = 

jue ocoeficiente de k- que determina a curvatura da funqao e(it). Invertendo o ricio 

' eldtrons em enstais, como vimos no Capitulo 7, a funpo eft) po de apresentar regifes 
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Figure 9 (a) Em t = 0, todos os estados estao ocupados. a nao ser u estado F, na borda da banda. A velocidade v, 6 
zero no ponto F porque de/dk, = 0. (b) Uin campo el^trico E, e aplicado no sentido positive do eixo x. A for^a cxer- 
cida sobre os eietrons 6 no sentido negativo do eixo k, e todos os eietrons se movem para a esquerda, o que deixa um 
buraco no estado E. (c) Depois de mais algum tempo, os eldtrons se moveram ainda inais para a e.squerda e o buraco 
est£ no estado D. 


de aha curvatura perto do limite de uma zona de Brillouin. Quando a largura da banda proibida 
E g 6 pequena em comparagao com a energia do eletron livre no limite da zona, A, a curvatura 
£ aeentuada por um fator A/E,,. 

Nos semicondutores, a largura da banda permitida, que 6 aproximadamente igual a energia 
do elytron livre, 6 da ordem de 20 eV, enquanto a largura da banda proibida e da ordem de 0,2 
a 2 eV. Assim n r eri’prnrn da massa 6 multiplicad o por um fato r de 10 a 10 0 e a'massa efetiva^ 
d reduzida por um fator de 0,1 a 0,01 em relagao k massa do eletron livre*.’ Estes valores se 
aplicam apenas k regiao prdxima da banda proibida; quando nos afastamos da banda proibida, 
a curvatura e a massa tendem aos valores para el^trons livres. 

^Usando as soluyoes encontradas no Capitulo 7 (Eq. 7.52) com U positivo, um eletron proximo 
da borda inferior da segunda zona de Brillouin tern uma energia e uma massa efetiva, que 
podem ser escritas na forma 

€(K) = e c + { h z /2m f )K 2 ■ rnjm = 1/((2A /U) - 1 ] (24) 

onde K 6 o vetor de onda medido a partir do limite da zona e m t e a massa efetiva do eletron 
perto da borda da segunda banda. No caso de um eletron proximo do topo da primeira banda, 
os resultados sao 

e(K) = e t - (h 2 /2m,,)K 2 ; m,/m = 1/[(2A /U) + 1] . (25) 

A curvatura e, portanto, a massa efetiva sao negativas perto do topo da primeira banda, mas 
introduzimos um sinal negativo na Eq. (25) e ao mesmo tempo substituimos a massa efetiva do 
eletron, m c , pela massa efetiva m h do buraco [veja a Eq. (20)]. 


Figura 10 Movimcnto de eietrons na banda de eondu^ao e buracos 
na banda de Valencia sob o efeito de um campo eletrico E. As veloci- 
dades de denva dos eietrons e dos buracos tem sentidos opostos. mas 
as correntes cletricas tem o mesmo sentido, o do campo eletrico. 
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o Crista! como urn todo , fans mais portadores cte carJTo ^ ^ Seja * ?hvhl para 

em um potential periodico e acelerado em relacan h ^ P ° imp0rtante e <i ue uni e^ron 

ou magnetico aplicado, como se a massa do eletron fosse iguidTu ' ^ 

defmida a seguir. ; ‘ ! S UA * a uina niassa efetiva que sera 

Derivando * ao ,e,„p„ a vetedade de w dada pela E<1 . (.). „ bt ,„, 0K 

,k dkdt [dk’rll) ' SB) 

De acordo rom * E S- (S). dk/dt = F/» e. portanto, 

s t " F ”d6i?^ ■ (27) 

Newton. Definimos a^ti ZtW ^ « * 

J_ = J_<fe 

" l ’tddk* • (28) 

constante anisotrdpicas, aimo^o^UdTf ^ 

ttmam ^ 9,16 ° reCfpr0C ° * ^ 



•K _ ( i \ 

ti 1 dk^dk, ' 

di ~ \m : )' 


onde os indices * c- epodcm assumir os v a ! otos x , f , e . 


Interpretugdo Ftsica da Massa Efetiva 

convfirn iembrar o processo de reflexao de Brapn de ^Vk! ' ^ responder a este pergunta, 
dere a aproximagao da interacao fraca die Jf ^ ^, r ° n por un,a rede c ‘nstalina. Consi- 
de Brillouin, o orbital e representado ad “° ° L ° nge d ° limite de uma *>na 

cujo momento e * a c P ° f “ «*" da *>"» exp(,A,). 
e aumenta lentamente quando k aumenta v r u J°_ mo «ie n to e h(k~G), tem baixa amplitude 
refletida exp[i(k-G)x] quando k aument- es a re g ,ao - - m. Um aumento da component 

do eldtran para a red? representa um aumento da transfertnda de momento 

no E5 “ ;Z TZXTr a amplitUde d “ «»-* aumenta; 

set ondas eatacionanas^m Zt onda Z 1 *^*™** « - -u,ofu„ 9 oes paasau, a 
componentes /!(-|C), cancela o momento T%?c> m0men '° d " ** 

^TeZllfeLT^lZZ ^ ^ P ° d “ “ r r 0 ***™ °“ "egadva; os 

uma massa efettva .^fenot de uma banda* portpte 

positiva). Os estados de massa efetiva . ra 8 6 f° s,tiva (a derivada rfVtft 1 e 

massa efetiva negativa significa que quando „ l '|«° C0,Tem P a rt ° d ° ,0po de uma h “ , da. Uma 
-ransfetlncia del ome ntoJ» e Zol ^ ^ + M, , 
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Crista! Grade 

\ / 


--^qndclen.e 


Feixe refletido 
pelo crista] 



Figura 1 1 Explicate da exislcncta de rrassas efeHvas negativas logo ahaixo do limite de uma zona de Brillouin. Em (a), 
a energia do feixe de eldtmns incidente em um crista! nao «? suficiente para que a condivao de Bragg seja satisleita e o 
feixe atravessa o cristal. A aplica 9 ao i grade de uma pequena tensao. como em (b), faz aumentar a energia dos eldtrons 
o suficiente para que a condigao de Bragg seja satisfeita. caso em que o feixe <> refletido pelo cristal. 



com isso o elytron se aproxima da condigao de reflexao de Bragg pode produzir uma redugao 
do momento efetivo do elytron; quando isso acontece, a massa efetiva £ negativa (Fig. 11). 

Na parte inferior da banda seguinte, a amplitude de exp[t(fc-C)x] volta a ser pequena e m* 
assume um pequeno valor positivo. Neste caso, o aumento da velocidade do elytron em conse- 
qQencia de uma forga externa 6 maior do que o que seria experimentado por um elytron livre. 
V Para compensar a diferenga, o reouo sofrido pela rede e menor. 

De acordo corn a Eq. (28), se a energia de uma banda varia pouco com k, a massa efetiva 
podc ser niuito grande, ou seja, m7m 1 par a m({Pddk-)/¥ <$ ]. A aproximagao da ligagao 
forte, discutida no Capftulo 9. 6 a mais adequada para analisar a formagao de bandas estreitas. 
f Quando a superposigao das fungoes rle onda associadas a atomos vizinhos 6 pequena. a banda e 
estreita e a massa efetiva tem um valor elevado. A supeqrosigao das fungoes de onda 6 peqtiena 
para os eletrons das camadas intemas, como, por exerepio, os citrons 4f das terras raras. 

Massas Efetivas dos Semicondutores 

Em muitos semicondutores, foi possfvel determinar por ressonancia de ciclotron as massas 
efetivas dos portadores perto das bordas das bandas de condugao e Valencia. As medidas de 
ressonancia de ciclotron nos semicondutores sao executadas em aroostras com baixa concen- 
tragao de portadores, usando ondas eletromagneticas com comprimento de onda da ordem de 
centfmetros ou milfmetros. 

Os portadores de corrente sao acelerados em 6rbitas helicoidais, tendo como eixo a diregao 
de um campo magnetico estatico. A frequencia angular de rotagao, cj c , e dada por 

<CGS > | (si) wo) 

onde m* 6 a massa efetiva de ciclotron. A absorgao ressonante da energia de um campo eletrico 
altemado peqrendicular ao campo magnetico estatico (Fig. 12) ocorre quanto a frequencia do 
campo 6 igual a frequencia de ciclotron; eletrons e buracos giram em sentidos opostos. 

Considere um experimento no qual mVm = 0,1. Para f = 24 GHz, ou <o c = 1,5 X 10 u r l , 
temos B = 860 G na ressonancia. A largura da curva de ressonancia 6 determinada pelo tempo 
mddio entre colisoes, r. Para que seja possfvel observar claramente uma ressonancia, e preciso 
que oj c t > 1. Em outras palavras, o livre caminho medio do portador deve ser suficiente para 
que ele descreva, em media, uma rotagao de um radiano sem sofrer colisoes. Para atender a 
este requisite, 6 preciso usar campos eletricos de alta frequencia, campos magmSticos de alta 
intensidade e amostras de alta pureza em baixas temperaturas. 
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Figura 12 Disposed dos campus cm uni 
experiniento de ressonancia de ddotrim n n 

uni semicondutor. O sentido de rotuvao f 

difereiite para etetrons e huracos. 

Em semicondatores de handa proibida direta, com as bordas das bandas no centra da primeira 
zona de Brillouin, as bandas possuem uma estrutura semelhante a da Fig. 13. A borda da barnla 
de conduyao e esferica. com massa efetiva m 0 : 

£ c = E g + h 2 k 2 /2m e , 

tomando como referenda a borda da banda de Valencia. Existem normalmente tres bandas de 
Valencia, com as bandas de buracos pesados hh e de buracos leves Ih se encontrando no centra 
e uma banda soh separada das outras pelo desdobramento spin-drbita A:* 

e,.(hh) = -fi 2 k : /2rn llh ■ e t (lh) s -fi 2 k 2 /2m lh - 
ejsuh) s - A - h 2 k 2 /2m x „ h . 

A Tabela 2 mostra as massas efetivas dos portadores em alguns semicondutores de banda pmi- 
bida direta. As expressoes (32) silo apenas aproximadas, ja que, mesmo nas proximidades de 
k - 0, as bandas de buracos pesados e leves nao sao esfericas. Esta questao serd discutida mais 
adiante, quando falarmos do Ge e do Si. 

A aplicayao da teoriadas perturbayoes as bordas das bandas (Problema 9.8) sugere que no 
caso de uma banda proibida direta, a massa efetiva dos electrons deve ser aproximadamente 
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Tabela 2 Massas efetivas de eletrons e buracos em alguns semicondutores 


Semicondutor 

Eletrons 

mjm 

Buracos pesados 
mjm 

Buracos leves 
m„/m 

Buracos desdobrados 
m„Jm 

Desdobramento 
spin-6rbita, eV 

InSb 

InAs 

InP 

GaSb 

GaAs 

Cu 2 0 

0,015 

0,026 

0,073 

0,047 

0,067 

0,99 

0.39 

0,41 

0,4 

0,3 

0.5 

0,021 

0,025 

(0,078) 

0.06 

0,082 

0,58 

(0,11) 

0,08 

(0,15) 

(0,14) 

0,17 

0,69 

0,82 

0,43 

0,11 

0,80 

0,34 

0,13 


nroporcional a largura da banda proibida. Como se pode ver nas Tabelas 1 e 2, os valores de 
m/mE* para os semicondutores InSb, InAs e InP sao muito semelhantes (0,063 eV , 0,060 eV 
e 0,051 eV~ l , respectivamente), o que confirma esta hipbtese. 

SiUcio e Germanio 

A Fig. 14 mostra as bandas de conduce e de Valencia do germanio, obtidas a partir de uma 
combinayao de resultados tedricos e experimental s. Tanto no germanio como no silicio, a borda 
da banda de Valencia esta em k = 0 e resulta dos estados p m e p m dos atomos hvres, como 

mostra a aproximayao da ligayao forte (Capitulo 9). 

No atomo isolado, o nivel p w apresenta uma degenerayao quddrupla; os quatro estados 
correspondem a m, = -I i e 2. 0 nivel p m e duplamente degenerado, com m } - - e - 2 .Os 
estados p m tern maior energia do que os estados p 1/2 ; a diferenya de energia entre esses estados, 

A, 6 uma medida da interayao spin-6rbsta. , , 

As bordas da banda de Valencia nao sao simples. Os buracos nas proximidades da borda da 
banda sao caracterizados por duas massas efetivas, uma grande e uma pequena, ambas asso- 
ciates a bandas formadas a partir do nivel p M do atomo isolado. Existe tambem uma banda 
formada a partir do nivel p m , desdobrado do nivel p w pela interayao spin-drbita. As superficies 
de energia constante nao sao esfericas, ja que a energia 6 dada pela funyao: 

c(k) = Ak 2 ± [B 2 k A + C 2 (k 2 k 2 + kfi: + Be;)] 1/2 (33) 

A diferenya entre as duas massas <§ dada pelo sinal da Eq. (33). Para a banda desdobrada, 
f(k) = -A + Ak 2 . Os resultados experimental s, em unidades de h 2 /2m, sao os seguintes: 

ICI = 4,87 ; A = 0,044 eV 
ICI = 13,15 ; A = 0,29 eV 


IBl = 0,68 
IBl = 8,48 


Si: A = -4,29 ; 

Gc: A =-13,38 

As massas dos buracos leves e pesados no germanio sao 0,043m e 0,34m; no silicio, 0,16m e 

0,52m; no diamante, 0,7m e 2,12m. . 

As bordas da banda de conduyao no Ge estao nos pontos equivalentes L da zona de Bnllouin 
(Fig 15a) Cada borda tern uma superfTcie de energia elipsoidal orientada ao longo de urn eixo 
cristalino <11 1), com uma massa longitudinal m ( = 1,59m e uma massa transversal m - 0,082m. 
Para urn campo magndtico estatico fazendo um angulo 0 com o eixo longitudinal de urn dos 
elipsoides, a massa efetiva de ciclotron tn c 6 dada por 

1 cos 2 0 , sen 2 0 (34) 

,„r tn‘ m ' m > 


A Fig. 16 mostra os resultados para o germanio. 
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.desdobrammito da banda de Valencia f causado pel i interar' mmmmMk* I"*®* “* <,Uat '" 0 bandas tJl ‘ Valencia. () 
banda de condu^ c^o no p,,„ to ^ ^ * **«*«»h 

235 ■» ae cncrgiu constantc nesle pon.o s.io elipW.fr^ 


sr^r"/ * - o °r= long ° d “ dirn ' ois 

£*)££ banda esa ° - *■** 4 «• * ^ • pe;- ^7z:z:it 

No GaAs, temos 4 = _0 98 R = -A K \n\ c n a 

Fig. 17b. A banda proibi da e'd 11 e „^,™L da 11“,, « 

iso tropica de 0,067»j. ' d de condu^ao tem uma massa efetiva 
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" Figura 15 Pontos e eixos de simetria das zonas de Brillouin das redes cfc e cc-o. Os centres das znnas est3o indicados 
pelo simbolo T. Em (a), o limite da zona na direyao (2ir/a)( 100) 6 X e o liinite da zona na diieyao 6L.0 

SpS. eixo A Hga os pontos F e X. Em (b). os simbolos correspondentes siio H. p e A. 


SEMICONDUTORES INTKINSECOS 

Vamos agora detorminar a conceotraciio cie portadores irtrinsccos em fu-npao da tempera- 

ffufa e da laigura da banda proibida. O ealeulo sent realizado supor.do quo as bordas das bandas 
teiT; ibrma parahoTica. Em priineiro tagar, calculamos o m'miero do eit'lrons excitados para a 


Figura 16 Massa efetiva de ciclotron de el^trons no 
germanio a 4 K para campos magnetic-os em am piano 
(110). O germanio possui quatro elipsdides de energia 
constante, orientados ao longo das quatro direyoes [1 1 1 J. 
mas no piano (110) dois desses elipsdides sao sempre 
equivalentes. ( Fonte : Dresselhaus, Kip e Kittel.) 



-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
Angulo no piano ( 1 10) em relayao ao eixo [100], graus 


f 


1 76 Capttulo Otto 



do ^ do Pe™, ■„ „ 

~ a de *&£ i 3?r s " utor •-**: m 

f' a %xpi(^Q'k l ,T ] . m) 

*££% J t q " e “"' ° rl,i,a ' da b “" da * oondu^ao seja ocupado, a,„a a, 

A energia de urn eletron na banda de conduce 4 dada por 

f<- = £, : + fdk 2 /2m r <s' • £<, + £ 

onde £, d a cnergia „a borda da banS' de conduoao com na Fie I a ^ 

«■« « E,. (6.20), a densidade de estado i /dX^T” ^ 

- WU*- 

A -a^tHsaod ^na „ a baoda de c^ ,, , ^ ^ /•-' 




(f - £ r ) l/2 exp(~€/k B T)de 


Calculando a integral da Eq. (38)' obtemns: M ... . - ' 

. a^ "V- Wt ,/V - £p 

1/ mJi H T \*s 

” ex P^-EMBT] . m 

concent ra^ao de buracos, p | fun^rdJXtrib 11 ' 0 "'7' ll a S ora Calcular a 
de distribute de elarons^Kfequa 9 a 0 T= " ^2*® r 4l nada a 

1 * 1 ^ i h 1 "fJ a 9 ue u,n buraco <5 a ausencia de 

/I (j /wiA 
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//, = !- 


expf(€-M)/L J 
1X p[(e - p.)/k u T] , 


>fer- ^ 


H contanto que p. - e > k B T. 

Ey; Se os buracos perto da borda da banda de Valencia se comportam como partfculas de massa 
> efetiva m h , a densidade de estados par a buracos £ dada por ^ 

1 rw \ — 1 ( ^ in l> \ V ~/ r- \!/2 I , . , v 

r; D*(*) = -jj - 1 (£,.-«) . ( 41 ) 

I / 27r\ h 2 } \ N . * 

E"\ Y^-if) ^ ^ bl- 
onde e a energia na borda da banda de Valencia. Nesse caso, temos: ^ 

/H i. C/ 1 


i p = J D,Xe)f h (e)(le = 2\^~J exp[(E^ p)/k B T] (42) 

ondejjqe a concent ragao de buracos na banda de Valencia . 

£ . Multipiicando as expressoes de n e p, obtemos a seguinte rela^ao, onde = E c - E L e a 

largura da banda proibida (Fig. 18): 

np = -e( exp( - F.Jk H T) (43) 

vZTrft* / 

Esta expressao e irnportante, porque niio envolve o^jfvel de Ferini p. \ 300 K, o valor de np € 
2,10 X 10 ,u ern -6 para o Si, 2,89 X JO 25 cm -6 para o ^ enr* para o CaAs. 

Em nenhum momento supusemos nesta demonstra^ao que o semicondutor fosse inrrfnseco: o 
resultado tambem e valido para semicondutores dopados (\'cja a proxima se^'ao}, em 'que tambem 
existem portadores fornecidos p»>r impurezas. A unica suposiyilo fo i a de que a distancia ent re 
as b orda s das dnas hanclas e o nfvel de Fermi eram muit o maiores do q ue k fl T. 

Um argumento cinctico simples revela por que o produto np 6 constante a mna dada tempe- 
ratura. Suponbamos que as populates de equilibrio de eletrons e buracos sejam mantidas por 
uma radia^ao de corpo negro a temperatura T. Os fdtons desta radia^ao geram pares eldtron- 
buraco a uma taxa A(T), enquanto a taxa da rea^ao de recombina<;ao e + h -* foton e B(T)np. 
Nesse caso, 

dwelt = A(T) - B(T)np = dp/dt • (44) 




4 


Nfvel de Fermi 


Figura 18 Escala de energias para ealeulos 
estatfsticos. A fua^iio de distribunjao de Fermi 
/(e) foi plotada na mesma escala, para uma 
temperatura k„T <$ E s . O nfvel de Fermi /x foi 
representado perto do eentro da banda proi- 
bida, como acontece nos semicondutores intrin- 
secos ou fraeamente dopados. O vaior de /( el e 
| para e — /x. 
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Em equilfbrio, dntdt - 0, dp/dt = 0 e, portanto, np = A(T)/B(T). 

imnurl™, 0 rf U '? d “ “ nCe " tra ' 3 ' S de * toro “ « buracos "*> d^nde d. rancartn**, de 
ri ,7. . 0du ' a ° de Um “ im P urKa aumente ovalor de n. digamos, resuka ne„.„ a ' 

namente em uma d.minuicao do valor de p. Erte resultado tem importLia pratica; nodca* 

ehajrde el;z;r q " e Pr ° d “ 2a lfenaS POrtad ° reS de “ m fa-™ i 

a ll H7 S , emiCOndulor fa—ew. o mimero de elftrom t Igual ao numem He h.^o. J4 

co,a aE MTr 8 " m f' r0n 5"*“ “ m bmn banda * «*»<*. A^de i,il„ 
eom a Eq. (43). temos, usando o mdice i para representar a concentracfc tnlrinseea 


( k T \ :3/2 

= P ‘ = \2^ / ex Pv~ V^s 7 ') 


A cxjncentragao de portadores mtrfnsecos varia exponencialmente com EJ2k„T onde /•' <s 
a largura da banda proibida Igualando as Eqs. (39) e (42), pode mos ob.er „ valor do", Lid 
Ferim, medido a partir da borda da banda de Valencia: 


exp(2 pJk B T) = (mi/m,,) w cxp(F. l /k H T) • 

A = 5 E K + j k H T In ( nii/m ,.) . 

Se m h = n, tl p = E/2 e o nivel devFermi esta no meio da banda proibida 


Mobilidade don Portadores 

P0rIad0r * 1 “ S ° “ ,rP ° mddU '° ^ da **• . o eaiiijx 

P = \v\JE . 


Cidart S' -T *’7*“' T*'™ ^ ^ ’ Utmu co, "° J»™ embon. as velo. 

^adesdosd^j.po.de portadores tenham senddos diferentes para o mesmo camp,, aplkndo 

V---- A 2 “ ^ - _ . . . . / 

Ajonrtutividade eldtrica ,6 a soma das contribuicfcs dos eletrons e buracos: 

o-=(nep,+pep,,) , ^ ^ ( 49 ) 

rtriLdeo ? “TTf* de * te T * bUraCOS - Com ° ™ os "° C*f—e 6. . velotidadc 
de denva de uma particula de carga q e dada por o = qrE/m ; assim, 

P<. = er/m,. ; p h = e Th lm u , ( 50) 


onde re o tempo medio entre colisoes. 


a varia^^da^^d ^"7 j e j* IVamente P° uco M,na temperatura, segundo uma lei tipo potcncia; 

vanaiao da condutadade de urn semiwndutor intrfnseco com a temperatura e domioad-, „.l, 
vanavao exponenda! exp(-E A r) da conceo.ratao de portadores, Eo (S) P 

semIconduLLTM " “ ™'° ^ "“h"* 16 d ' d « rons e bura «» «» -«» 

r^TalwH n,e ' A m ° bilidade em U " idadeS ^ ^ expressa em mW-s e 

ao LlZJ ; em : n : dades d0 f®*- Na d “ -bsttnaas, es.es valores se deve.n 

° d ‘ P° rtadores P or termicos. ^biNda* dfisjjuracos em eeral r 

^^^^3)^ado£e|4tronsjorcauffl^ae«st4ncia^ bandasdegeneradasnabortird^janda 

*^SL7^ k,i , 

Sc Tt « /ivU.'Y ( ' e . 
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Tabela 3 Mobilidades dos portadores em alguns semicondutores a 
temperatura ambiente, em cm 2 /V-s 


•'Semicondutor 

Eletrons 

Buracos 

Semicondutor 

Eldtrons 

Buracos 

Diamante 

1800 

1200 

GaAs 

8000 

300 

Si 

1350 

480 

CaSb 

5000 

1000 

Ge 

3600 

1800 

PbS . 

550 

600 

InSb 

800 

450 

PbSe 

1020 

930 

InAs 

30000 

450 

PbTe 

2500 

v 1000 

InP 

4.500 

100 

AgCl 

50 



AlAs 

280 

— 

KBr(100K) 

100 



AlSb 

9(X) 

400 

SiC 

100 

10-20 


Em dguns_cri5t^is, particularmente nos cristais ionicos, a mobilidade dos buracos 6 prati- 
• camente nula, e eles so se movem atraves d^altosJtenpjcam^te^ ativados delonpara torn A 
: : causa pnncipai deste “auto-aprisionamento’’ dos buracos sao as distances da rede cristalina 
: causadas pelo efeito Jahn-Teller nos estados degenerados. A degeneragao orbital necessaria 
para que o auto-aprisionamento ocorra e muito mais freqiiente no caso dos buracos do que no 
caso dos eletrons. 

Existe uma tendencia para que a mobilidade seja maior nos materiais com bandas proibidas 
estreitas e diretas. Bandas ^oibi dijS- gstreitas estao as«X'iada s_ajr>assas efetivas pequenas, que 
favorecem altas mobilidades. A maior mobiliuade volumelrica obser\ r ada em um semicondutor 
€ 5 X 10 s crnW-s em PbTe a 4 K, para uma largura da banda passante de 0.19 eV. 

SEMICONDUTOREvS DOPADOS 

Certas impurezas e imperfeigoes afetam drasticamente as propriedades cletricas dos semi- 
condutores. A adigao de boro ao silfcio na proporgao de J atomo de boro para 10 s atomos de 
silicio multiplica por 1000 a condutivida de do sil icio pu ro a temperatura amhien te Nos semi- 
condutores compostos, a deficiencia estequiometrica de um componente se comportara como 
uma impureza; semicondutores deste tipo sao conhecidos como semicondutores deficitarios. 
A adigao proposital de impurezas a um semicondutor recebe o nome de dopagcm. 

Vamos agora examinar os efeitos das impurezas sobre as propriedades do silicio e do germanio. 
Os cristais destes elementos tem a estrutura do diamante. Cada atomo forma quatro ligagoes 
covalentes com os vizinhos mais proxirnos, usando assim os quatro eletrons de Valencia. Se o 
atomo de uma impureza pentavalente, como o fosforo, o arsenio e o antimonio, 6 incorporado 
& rede cristalina no lugar de um atomo normal, um dos eletrons de Valencia da impureza flea 
sobrando depois que sao formadas quatro ligagoes covalentes com os vizinhos mais pr6ximos, ou 
seja, depois que a impureza e incorporada a rede cristalina com a menor perturbagao possfvel. 
Os itomos de impurezas que cedem eletrons a rede cristalina sao chamados de doadores. 

Doadores. A estrutura da Fig. 19 possui uma carga positiva na posigao do atomo da impureza 
(que perdeu um elytron). Estudos da constante de rede mostrarn que as impurezas pentava- 
lentes entram na rede em substituigao a atomos nonnais e nao em posigoes intersticiais. O cristal 
como um todo permanece neutro porque o elytron permanece no cristal. 

O eletron a mais esta sujeito ao potencia! eletrostatico eler do ion da impureza, onde eem 
um cristal covalente e a constante dieletrica estatica do meio. O fator 1/e reflete a redugao da 
forga eletrostatica causada pela polarizagao do meio. Este tratamentb e valido para orbitas de 
raio muito maior do que a distancia entre os atomos e para movimentos dos eletrons suficien- 
temente lentos para que a frequencia orbital seja pequena em comparagao com a freqOencia oi 
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Figura 19 Cargas associates a um Stoino d<* arsenio na rede cristalina no sihcio. O arsenio possui viik.fr clolronx ( 
Valencia, mas o silfcio possui apenas qualm. Assi.n, quatru efetnms do arsenio formam ligagoes eovalenfrs com , 
atomos vizinhos de silfcio e o quinto eletron pode coninhuir para a cond.ir.ao de correnfe eleirica. O afu.no dc m-, , 
e chain ado de doador porque. aose ioni/ar, doa um eietron para a banda de condugSo. Em temperatures moil.. I.aisa 
o eietron permanece associadu ao ato.no de arsenio. 


corresponilente h largura da banda proibida. Estas condigoes sao satisfeitas no Ge e Si dopadn 
com P, As ou Sb. 1 

Vainos agora estimar a energia de ionizagao de uma impureza doadora. A teoria dc Hoiirdo 
atomo de liidrogenio deve ser modificada para levar em conta a constante dieletrica do mein <• a 
massa efetiva do elytron no potencial periodico do cristal. A energia de ionizagao do hidrogenio 
atomico e -c*mJ2h- em unidades do CGS e -tthn/. 2(47re (J A) 2 em unidados do SI. 

Em um senaicondutor de constante dieletrica e, substitufmos e 2 por c 2 /e e in pda mass:., 
efetiva m t para obter 


F - e, "r _ / 13,6 !t K \ x . 


(SI) E, t = 


2(47 Tec it h)' 2 


como energia de ionizagao dos doadores era um semieondutor. 

O raio de Bohr do estado fundamental do liidrogenio e frhnc 1 em unidades do CGS c 4 rrejr/ 
me 2 em unidades do SI. Assim, o raio de Bohr do doador e 


- eh 2 _ ( 0.53e 


(SI) a t , = 




A aplicagao da teoria dos estados de impurezas ao germanio e ao silfcio e complicada, polo 
fato de cpie a massa efetiva dos eletrons de condugao e anisotrdpica. Entretanto, o efeito da 
constante dieletrica sobre a energia 6 mais importante, ja que a constante dieletrica aparccc 
elevada ao quadrado na Eq. (51), enquanto a massa efetiva aparece elevada apenas a primrira 
potericia. 

Para obter uma expressao aproximada para os nfveis das impurezas, usamos m r ~ 0. bn j»afa 
os eletrons no germanio em t « 0,2m para os eletrons no silfcio. Os valores da constante diclc- 
tnca est&tica para varios semicondutores aparecem na Tabela 4. A energ ia de ionizagao do ntomn 
de hidrogenu) ^ 13,6 eV. No caso do germanio, a energia de ionizagao dos doadores, E h v 5 
meV, uma redugao por um fator'de m/me 2 = 4 X 10^ em relayao ao liidrogenio. O result ado 
analogo para o silfcio e 20 meV. Calculos realizados levando em conta a anisotropia das inassas 
efetivas resultam em um valor de 9,05 meV para o germanio e 29,8 meV para o silfcio. A Tabela 
5 inostra os valores experimentais das energias de ionizagao de tres impurezas pentavalentes 
no Si e no Ge. No caso do GaAs, E rf = 6 meV. 
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Tabela 4 Constante dieletrica relativa estatica de alguns semicondutores 



O raio da primeira 6rbita de Bohr e aumentado por um fator dc enhn c em relagao ao valor 
de 0,53 A do atomo de hidrogenio. O raio correspondente 6 (I60)(0,53) s 80 A no germanio 
e (60)(0,53) = 30 A no silfcio. Como estes raios sao bem maiores do que a constante de rede, 
as orbitus dos doadores se superpoem mesmo para coneentracoes de impurezas relativamente 
pequenas. Com esta superposigao f. formada, a partir dos estados dos doadores, uma banda de 
impureza" quo esta envolvida na transigao ir.etal-isolante (veja o Capitulo 14). 

As impurezas doadoras tambgm podem conduzir corrente eletrica atraves de um processo 
no qual os eletrons saltam de doador para doador. Este processo e facilitado quando exiscem 
tambem alguns atomos aceitadores presentes (veja a proxima segito) porque neste caso alguns 
atomos doadores estao sempre ionizados, E mais facil para um eietron de um doador saltar para 
um doador ionizado do que para um doador nao-ionizado, ja que no segundo caso dois eletrons 
teriam tjue ocupar o mesmo estado durante o processo de tmnsporte. 

Aceitadores. Assim como uma impureza pentavalente introduz eletrons no germanio e no 
silfcio, uma impureza trivalente introduz buracos (Fig. 20). Os atomos de impurezas trivalentes 
como B, Al, Ga e In sao chamados de aceitadores porque aceitam eletrons da banda de Valencia 
para eompletar as ligagoes covale.ntes com os atomos vizinhos. deixando buracos na banda. 

Quando um aceitador ^ ionizado, um buraco e liberado, o que exige uma certa energia. No 
modo como sao apresentados habitualmente os diagramas de nfveis de energia, um elytron sobe 
ao ganhar energia, enquanto unv buraco desce ao ganhar energia. 

A Tabela 6 inostra os valores experimentais das energias de ionizagao de quatro impurezas 
pentavalentes no Si e no Ge. O modelo de Bohr pode ser aplicado, de forma qualitative tanto a 
efctrons como a buracos, mas no caso dos buracos a degeneragao na borda da banda de Valencia 
complica o problenia da massa efetiva. 

De acordo com as Tabelas 5 e 6, as energias de ionizagao dos doadores e aceitadores no silfcio 
sao da mesma grdem g u e't.T & temperah^ml^ que praticamente 

todos os doadores e aceitadores estao ionizados no silfcio.a temperatura ambiente. Se os Stomos 
de doadores estao presentes em uma concentragao muito^fof71oque^}s"atomos de aceita- 
dores, a ionizagao termica de doadores introduz um grande mimero de eletrons na banda de 
condug ao. Nesse ca so, a cqn duti\i(lade dajnm^ a ser controlada por eletrons^;|rga# 

negativas) e dizemos que o semieondutor e tipo n. | 


Tabela 5 Energia de ionizagao de algumas impurezas pentavalentes 
no germanio e no silfcio, em meV 
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As 

Sb 

Si 

45,0 

49,0 

39,0 

C.e 

12.0 

12,7 

9,6 
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(sj) ^ - (g)\ 0. _Nfvol_d„ s aceitadores' 
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um eletron d* uitia liga^ao cnvalente Si-Si deixarc'o f ,m 0S ir6, " os VIzinh<)s de si,ki( >. ‘> Ixiro remove 
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o Imraco permanece associado ao alomo de boro. - ant 3 ‘ e val?nC!a - Em temperaturas mnito liaisa*. 

Tabela 6 Energia de ionizagao de algumas impurezas trivalentes 
' no german io e no silicio, em meV 


Qu ando a concentrate de aeeitadoj-es e muito maior do que a eoneentn^ao de doulo.es 
‘ ' ° S ace,tadores ,u,rod, « um g^nde numero de buncos na banda de v.lfimr, 

: : sr: * r j *■ 

*’ “ toU inw "““ * “° 

mas estas impurezas nao afetam as medidas eletricas. ’ 

lonizagao Termica de Doadore a e Aceitadores 

zad^s^senTe^ha^teTo e _^ U ’^ b ”° dos "'^ tron s de rondufao cedidos por doadores iorti- 

7n * i,o,nos de i,idro8 ™ io - - <** *> -<ii^d„ s .» 

* ^ izzL^i 5 : ~ " ei,adores ^ • — - «»*. 



Figura 21 Vanayao coin o inverso da temperate ra da coneentrayao de eietrons livres em Ce de alta pureza, segundo R. 
N. Hail. Medidas do coeficiente Hall most ram que a concent ra^ao de impurezas eletricamente ativas 6 2 X 10 ln cm J . 
O aumento bnisco da concent ravao de portadores abaixo de um certo valor do inverso da temperatura d evidente. A 
concentraQ-iio de portadores e pratieainc.nte constante ("litre 20 K e 2(K) K 


(53) 

onde n,, = 2{m l k i ,T/2~trf 1 e N, t e a concentragao de doadores. Para eliegar a Eq. (53). aplicamos 
as leis do equilibria qufmico a ooncentrugao relativa (<?][N,;)/[.V,,J e fazemos'[N,}] = [e] — n. Uni 
result ado ana logo se aplica aos aceitadores, caso ri;1o liaja doadores-presentes. 

So as concent fagoes de doadores e aceitadores sao comparaveis, a situagao se toma muito 
mais compiexa e as equagoe? so podem ser resolvidas por rnetodos nurnericos. Entretanto, a lei 
de agao das inassas, Eq. (43), exige que o produlo np seja constante a uma dada temperatura. 
Assim, urn excesso de doadores faz com que a concentragao de eietrons aumente e a concen- 
tragao de buracos diminua, o que faz auinentar a soma n + p. Se as mobilidades dos eletrons e 
dos buracos sao iguais, a condutividade e projxjrcionai a n + p, como mostra a Fig. 22. 



EFEITOS TERMELETRICOS 

Considere um semieondutor mantido a uma temperatura constante, enquanto um campo 
eletrico produz uma densidade de corrente j, r Se a corrente se deve apenas a eletrons, o fluxo 
de carga 6 dado por 

j, l = n(-e)(-p. e )E = nep.,£ , (54)^ 

onde p. c e a mobilidade dos eietrons. A energia media transportada por um eletron, referida ao 
nfvel de Fermi p.\ e dada por 

(E e -n) + U»T , 

onde £ t e a energia na borda da banda de condugao. A energia foi referida ao nfvel de Fermi, 
porque diferentes condutores em contato possuern o mesmo nfvel de Fermi. O fluxo de energia 
que acompanha o fluxo de carga e dado por 

,/t; = ME r . ~ fi + l k H T)(-p r )E . (55) 

O coeficiente de Peltier II, definido atraves da equa 9 ao II =j L /j q , e um parametro que 
mede a energia transportada por unidade de carga. No caso de eietrons. 
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Figura 22 Cor.dutiv.dade eldnca e concentragao dr- buracos em fungSo da concentragSo de elftrons calculadas „, n 
uu.a temperatura tal que iy> = 10* cmA A condutivklade 6 simdrica em relagao i reta n = 10 '* cm » O mil t!rhl 
P ° " p> * ra " > 10 ’ cm ' e U P° V P ara » < I0 ' g O calculo foi executado supondo que as mr.bili,lad, s M * 
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e urn valor negativo, porqne o fluxo de energia tem o sentido oposto ao do fluxo de oinni No 
caso de buracos, ^ 

j‘i = P e ^ E i jv = /»(/» ~ E v + lk b T)pL h E , (57) 

onde’E t , 6 a energia na borda da banda de Valencia. Assim, 

n / ( = (/a - E v + %k„T)/e (5,s) 

e urn valor pe)sitivo. As Eqs. (56) e (58) sao o resultado de uma teoria elementar da velocidade 
de denva; urn tratamento mais sofisticado, usando a equagao de transporte de Boltzmann leva a 
result ados da mesma ordem de grandeza, mas com valores numericos urn pouco diferentes 
A potencia termeletrica absoluta Q e def.nida a partir do campo eletrico em circuit, i 
aberto, criado por um gradiente de temperatura: 

E = Q grad T . m 

O coeficiente de Peltier II esta relacionado a potencia termeletrica Q atravtSs da equagao ' 

n = Q T • ( 60 ) 

Esta e a famosa relagao de Kelvin da termodinamica. Uma forma rapida e segura de verifkar 
se um semicondutor e tipo n ou tipop e aquecer uma das extremidades e verifkar a polaridade 
da tensao resultante (Fig. 23). 

SEMIMETAIS 

Nos semimetais, o ponto mais baixo da banda de condugao esta ligeiramente abaixo elo 
ponto mais alto da banda de Valencia. Esta superposigao entre os nfveis de energia da banda 
e condugao e da banda de Valencia faz com que haja uma pequena concentragao de buracos 
na banda de Va lencia e uma pequena concentragao de ektrons na banda de condugao (Tab, -la 

-A equagao de transporte de Boltzmann e diseutida no Apendice F. 
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rVFIgura 23 Coeficiente de Peltier de silfcio tipo n e 
Ltlpop em fungaoda temperatura. Acima de 600 K. as 
kjnis amostras se comportam como semicondutores 
^•binsecos. As curvas sao teoricas e os pontos sao 
piqierimentais. ( Fonte : T.H. Ceballe e G.W. Hull.) 
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Mf). Tr$s dos semimetais, o arsenio, o antimonio e o bismuto, pertencem ao grupo V da tabela 
, periddica. 

| Os atomos destes elementos se associam em pares na rede cristalina, com dois tons e dez 
•etetrons de Valencia por c£lula primitiva. Com um nurnero par de eletrons de Valencia por celula 
; primitiva, estes compostos seriam isolantes, se nao houvesse superposigao das bandas. Como os 
semicondutores, os semimetais podem ser dopados com impurezas apropriadas, para aumentar o 
nurnero relativo de eletrons ou buracos. A concentragao de portadores nos semimetais tantbem 
£ sensivel a pressao, ja que a superposigao das bandas varia com a pressao. 

SUPER-REDES 

Considere um cristal composto por Pinas camadas de substaneias com composigoes diferentes. 
Camadas coerentes, com espessura da ordem de nanometros, podem ser depositadas por epitaxia 
de feixe molecular ou por deposigao de vapores metalorganicos, formando assim uma estrutura 
superperi6dica. Sistemas de camadas altemadas de GaAs e CaAlAs com at6 50 camadas com 
uma espessura da ordem de 5 mn (50 A) ja foram preparados e estudados. O potencial de um 
cristal superperiddico tem uma componente com a periodicidade das camadas, cujo efeito 6 
criar novas zonas de Brillouin (menores que as normais) e pequenas bandas de energia super- 
postas as bandas dos materiais que formam as camadas. Vamos agora analisar o movimento de 
um eletron em uma super-rede na presenga de um carnpo eletrico aplicado. 


Oncilufdo de Bloch 

Considere um eletron se inovendo sem colisoes em uma rede periodica unidimensional, na 
diregao perpendicular aos pianos de uma su j^iS£^|^^ ia<?50 movjrnento na presenga de 
um campo eletrico constante paralelo a k e4 fuik/dt = -w?F?Se o eletron atravessa uma zona de 
Brillouin cujo vetor da rede reeiproca £ ^ = 2tt/\ em um periodo de tempo T, esta equagao 


Tabela 7 Concentragoes de eletrons e buracos em alguns semimetais 


Semimeta! 

n, (cm -4 ) 

n h (cm" 3 ) 

Arsenio 

(2,12 ± 0,01) X I0 a ’ 

(2,12 ± 0,01) X 10 2 " 

Antimonio 

(5.54 ± 0,05) X 10 19 

(5,49 ± 0,03) X 10 19 

Bismuto 

2,88 X 10 i: 

3,00 X 10 n 

Grafita 

2,72 X lO 19 

2,04 X 10 18 
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jxxje ser escrita na forma AC - *•» = *£r. 

rt' . ‘1^ e “* rado * P artir **-»•«• liTiite da SiTa; at, d*g» n„ M 

I > 2 7 sN '^^ rrend “ um P^- u “ i <'“PP)»>>.»"*-.«, .**' 

no ew reaL Suponha quo ° < " Aron se ~ - 

e = e„{l-eos kA ) . , fi] . 

A velocidade do eletron no espayo reciproco e dada por 

v = h 'de/dk = (Aejh ) sen kA , 

ea p,, sit 3o do eletron no «p*. real, com a condijao inicial z-0«o instant* , . 0. dada 

2 = fv dt = Jdk v{k)(dt/dk) = (A£ ( //i) Sdk(-h/eE) sen JfcA 
*(-V«£)(cos M - 1) = (-€ Q /eE)icmi-eEAt/h) - 1 ) . (fi3) 

A Eq. (63) oonfirma que a frequSncia das oscilayoes de Bloch no espayo real e J M HWII.IW W I Q 

Tunelamento Zener 

O etejto de urn potenclal ektaMMoo -eEz (on -*EnA) sobre mm i,anda de energi, ,< f ar . 

« e 0,^0 Tri'T d T" **"“*■ M bmh ‘ * maior ”*& •« 7, 

p “mil a ,f c p I “W*"** ente « ■*** *= l».«W dil, ,™ 

p maU a « ten de ■ banda para outra «, mndanoa de energia. Erie o 

la.nento entre bandar .ndnaido por campo eletrico e .esponsuvel pda ran, or. Zone , 

pa) a urn dispositive semicondutor conhecido como diode Zener. 

^ESUM§ 

* F 7 fT* d ' 7*1 “ m Cen,r ° V ' e, ° r de °" da k 4 d « ril "P"'» taptavao 

de tXo v’°Xjk} ^ “ P ° mMmM ° "° espa! ° red * dad °P ela «*«*•»* 

' Xdabii i da banda pra,Wa ’ menor ° ^ abs *-° da « M 

’ outaformr™, Um bUraC T ' ,0S!Ui U '" eS ' ad0 eie,r6 " iCO desocu P ad ° «* ema banda que de 
ou r, forma estana completa. As propriedades do bunco sao as mesmas one as do ,V - 1 
eletrons ainda presentes na banda. 1 

WSeoeletron esta ausen.e do estado.de vetor de pnda lr„ o ve.or de onda ,!„ bonus. ,» 

(b) Para representar corretamente o efeito de dm campo eletrico ou magnetics, sobre k e 
precise atribuir uma carga posidva ao buracoi 

« o^t - mT- r“ ,ron ,eria n ° es,ad ° k " a '*** de ™ b “™™ <k 

Ztr “ re,a '"° “ 31,0 ^ bmda qUe * ™ 4 *-«» ■ 

(e) A massa efetiva de um buraco tern o sinal oposto ao da massa efetiva de um eletron 
situado no mesmo ponto da banda de energia: m h = -m t . 
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Problemas 

(^r bit as de impurezas. No easo do antinioneto de indio, a largura da banda proibida (£ e ) 6 0.23 eV, 
a constante diel^trica (e) 6 18 e a massa efetiva dos eletrons m e = 0,015m. Calcule (a) a energia de 
; ionizayao dos doadores; (b) o raio da orbita do estado fundamental; (c) A partir de que concentrayao 
de doadores comeya a haver uma stipe rposi^ao signifieativa dos orbitais de impurezas vizinhas. Esta 
superposiyao tende a produzir uma banda de impureza, isto 6, uma s6rie de nfveis permitidos dentro 
da banda proibida, que permite a passagem de uma corrente eldtrica, presumivehnente atraves de 
saltos dos eletrons de uma impureza para a impureza vizinha. 

lonizafao de doadores. Um ceito semicondutor posstii 10 11 doadores/cm 3 com uma energia de ioni- 
zay5o E H de 1 meV e uma massa efetiva 0,01m. (a) Estime a concentrayao de eldtrons de conduyao a 
4 K. (b) Qual 6 o valor do coeficiente Hall? Suponha que nao existem aceitadores e que E e t> k B T. 
Efeito Hall com dois tipos de portadores. Supondo que as concentrayoes de eletrons e buracos 
sao n e p, os tempos de relayao sao r t e r ( , e as massas efetivas sao m t e m h , mostre que o coeficiente 
Hal! na aproximayao usada para calcular a velocidade de deriva 6 dado por 

1 m - tih 1 

< CGS) 

onde b — y-Jtb. e a razao entre a mobilidade dos eletrons e a mobilidade dos buracos. Despreze nos 
cilculos os termos da ordem de B 2 . O resultado no SI 6 o mesmo, a nao ser pela ausencia do fator <: 
no denominador. Sugestao: Na presenya de um campo eletrico longitudinal, determine um campo 
eldtrieo transversal, tai que a corrente transversal seja zero. Os calculos podem ser trabalhosos, mas o 
resultado compensa. Use a Eq. (6.64), mas para dois tipos dc portadores; despreze (ayr) 2 em compa- 
rayao com eo, r. 

Ressondncia de ctclotron para uma superficie elipsoidal. Considerc a funyao de energia 




onde in, e a massa transversal « m, t* a massa longiltidina’. As superficies de et'k) coristantes sao elip- 
sdides. Use a cquayao de movimenio (6). com \ — h ’V fe e, para mostrar que a>,. — eBl{m,m,) m c qua. do 
c campo magndtico estatico B esta no piano xy. hste resultado esta de acordo com (34) para 6 = zr/2. 
O resultado esta cm unidades do CCS; para exjiressa lo ern unidadcs do SI, basta omitir o fator c. 
Magnetocondutividade com dois tipos de portadores. O probleina 6.9 rnostra que na aproxi- 
mayao da velocidade dc deriva a magnetocondutividade <r n 6 nula. O resultado 6 diferente quando 
existem dois tipos de portadores. Considere um condutor com uma concentrayao n de eletrons de 
massa efetiva m t . e tempo de relaxayao r u e uma concentrayao p de buracos de massa efetiva m,, e 
tempo de relaxayao t h . Suponha que o campo magnctico seja suficientemente intenso para que 
to c r> 1. (a) Mostre que neste limite = (n -p)ec/B. (c) Mostre que o campo Hall 6 dado por 

4; + &)“*■• 

onde Q = w, r, e, portanto, se anula para n — p. (c) Mostre que a condutividade efetiva na direyao x 
6 dada por 

Se n = p. <r * B l . Se n =£ p. irtende para um valor finito quando B -* =°. 
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Superficies de Fermi nos Metais 


S|; Esquema de zonas reduzido 

|| Esquema de zonas periodico 

l^JONSTRUgAO DE SUPERFICIES DE FERMI 
||p.' El^trons quase livres 

i?6RBITAS TIPO ELYTRON, 6RBITAS TIPO 
pBURACO E 6RBITAS ABERTAS 

l|: 

^ CALCULO DAS BANDAS DE ENERGIA 
Metodo da liganao forte 
Metodo de Wigner-Seitz 
Energia de coesao 
£ Metodo dos pseudopotenciais 

I MtfTODOS EXPERIMENTAIS EM ESTUDOS 

f- DE SUPERFICIES DE FERMI 

Jj. Quantiza^ao das drbitas na presen^a de urn 

»; campo magnetico 

P. O efeito de Haas-van Alphen 

* 6rbilas extremas 

f' A superficie de Fermi do cobre 

l . Exemplo: a superficie de Fermi do ouro 

\ Ruptura magnetica 


PROBLEMAS 

1. Zonas de Brillouin de uma rede 
retangular 

2. Zona de BrilJouin de uma rede retangular 

3. Estrutura hexagonal compacta 

4. Zonas de Brillouin de um metal divalente 
bidimensional 

5. 6rbitas abertas 

6. Energia de coesao de um potencial 
quadrado 

7. Periodo de de Haas-van Alphen do 
potassio 

8. Calculo da energia na borda da banda 
usando teoria das perturbances 

9. Fun^oes de Wannier 

10. drbitas abertas e magnetorresistencia 

11. NIveis de Landau 
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Aiuminio 
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CAPITULO 9: SUPERFICIES DE FERMI NOS METAIS 


Poucas pessoas definiriam um metal como “um solido com 
uma superficie de Fermi ” Esta, porem, talvez seja a definifao 
mais apropriada que podemos propor atualmente para um 
metal; ela represepta um avango profundo na compreensao 
das razoes pelas quais algumas substancias apresentam o 
comportamento tipico dos metais. 0 concetto da superficie de 
Fermi, formutado pelafisica qudntica, oferece uma explica^ao 
precisa das principal propriedades dos metais. 

A.R. Mackintosh 


I superficie de Fermi 4 a superficie de energia constante e f no espago reciproco. £ esta 
rficie que separa os orbitais vazios dos orbitais ocupados na temperatura do zero absolute, 
-oprieriades eletricas de um metal sao determinadas pelo volume e pela forma da superficie 
ermi, ja que a corrente el^trica se deve a mudanyas na ocupayao dos estados pr6ximos,da 
rficie de Fermi. 

forma da superficie de Fermi pode ser muito complicada no esquema de zonas reduzido, 
ientado a seguir. mas possair uma interpretayao simples quando reconstruida para ficar 
roximidades da superficie de uma esfera. A Fig. 1 mostra as superficies de Fermi de dois 
is que possuem a estrutura oibica de faces centradas: o cobre, com um eletron de Valencia, 
v 1J aJuminio, com tres. As superficies de Fermi fora in constniidas a partir de esferas de ruio 
calculado a partir da eoncentrayao de eietrons de Valencia. No caso do cobre, a superficie 
Fermi e derormaaa por interayoes com a rede cristalina. Como e possivel construir estas 
rf] ci es a partir de uma esfera? As construyoes podem ser feitas usando o esquema de zonas 
j^^»;ieduzido e o esquema de zonas periodico. 

10i&gEs<fuema de Zonas Reduzido 

^ V6tor de onda taI fonna que uma^nfSo'de Bloch estej| 

primeira zona de Brillouil. Esie processo 6 conhecidc como mapeamento da banda no 
3%-' esquema de zonas reduzid o. 

|Kfi- ; Se encontramos uma funyilo de Bloch da forma i^.(r) = e' k ' r u k .(r), onde k' nao pertence $ 
^^r primeira zona de Brilloum, como na Fig. 2, podemos sempre encontrar um vetor da rede reci- 
jproca, G, tal que k = k' + G pertenya k primeira zona de Brillouin. Nesse caso, 

B ' " h-Q Mr) = e ik r u k (r) = e^e^'u^r)) 

my r) = Wr), ' (V 

° n< ^ e = e " C,u v(r). Como e^ 0 ' e u k (r) tern a periodicidade da rede cristalina, o mesmo se 

a P^ ca a u k( r ) e, portanto, tp k (r) 4 uma funyao de Bloch. 

Mesmo no caso de eietrons livres, pode ser mais facil trabalhaf no esquema de zonas redu- 
z *^°> como na Fig. 3. Qualquer energia q, para k' fora da primeira zona 4 igual a uma energia 
ill ^ na P rimeira zona = com k = k' + G. Assim, precisamos calcul ar os va lores de energia em 
1^ cada banda apenas para a primeira zona de Brillouin. Cada banda de energia 4 um ramo da 
Su P er f 1(; ie de €y em funyao de k. No esquema de zonas reduzido, podemos encontrar aiferentes 
energias para o mesmo valor do vetor de onda; cada uma dessas energias estd associada a uma 
|||; banda diferente. Duas dessas bandas aparecem na Fig. 3. 
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periodico. A periodi 


energia tambem pode sti r deduz i d a a_P^rHr da equagao centra 
ere, por exemplo, uma ^nda de energia de uma rede cubic! 
daqui a pouco [veja Eq. (13)], e dada aproximadamente por 

e k = —a — 2y (cos k„a + cos k tJ a + cos k.a) , 

dos vetores da rede recfproca da rede cs 6 
a uriica mudanga na Eq. (3) 6 


Figura 2 Primeira zona de Brillouin de uma 
rede quadrada de lado a. O vetor de onda It' 
pode ser transportado para a pryneira zona 
por uma translayao do tipo k' + G. O vetor de 
onda no ponto A, no limite da zona, 6 transfe- 
ri(Jo por G para o ponto .4', situado no limite 
oposto da inestna zona. Devemos eontar A e 
A' como pontos da primeira zona? A resposta 
c nao; como podem ser ligados por um vetor 
da rede recfproca, sao considerados como um 
unico ponto. 


^ j ’ 1 onde a e y sao coristante^. U m 
somamos este vetoing 

■ * ~ v -'.v ■ 

cos M -> cos (k x + 2rr/a)a = cos {k x a + 2n) , 

q ue g igual a cos k x a. Como a energia nao muda quando um vetor da 

S " ’ " a0 vetor de onda, a energia e uma funyao periodica do vetor de onda. 
• Dependendo das circunstancias, tres esquema; 
zonas (Fig. 4): 

• O esquema de zonas estendido, no qual as^ 

■ do espago reeiproco. 

• O esquema de zonas reduzido, no qu; 
zona de Brillouin. 

” • 0 esquema de zonas geriddico, no qual 

-<•/* sentadas em todas as zonas. / 


bandas sao representadas na prime!: 


i - o n inayaii enrre energia e vetor de oiula e ( = mt'Rm para eletrons 
iivres, no esquema fie zonas reduzido. Esta construyao inuitas vezes oroporciona 
uma boa visuo geral da estrutura dc bandas de um cristai. O ramo AC. uesiocado 
de -2w«, completaria a curva usual dos ei&rons Iivres para valorcs negatives de 
k. com o indica a curva trucejada. 0 ramo A'C, doslocado de 2w/i i. completaria 
a curva usual para valorcs positives de k. Um potential cristalino r) iritrodi.z 
bandas proibidas no limite das zonas (corny os jxintos A e A') e no centre das 
zomes (como em C). No esquema de zonasestendido, o ponto C esta no liinite 
da segniuia zona. A largnra e as propriedades gerais da estrutura de bandas de 
um cristai sao mu it. is vezes expressas adequadamente em uma representayao dc 
bandas para eli'trons Iivres no esquema de zonas reduzido 


•Primeira zona de Brilli 


le onda associadas ao rriesmo valor de k, mas com energias diferentes, siio 
fungoes de onda sao feitas de diferentes combinagoes plana de components 
i exp[i(k + G)-r] no somatbrio da Eq. (7.29). Como os valores dos coon- 
si* 0 difere ntes para bandas dif erentes, devemos aos 

a indicar a que banda estamos nos referindo, escrevendo esses eoefieirnles 
J)7Assim, ^fungao de Bloch para um estado de vetor de onda k da bantfa « 


jendido; 


inal no esquema de zonas (a) 


Figura 4 Representayao de tres bandas de energia de uma rede unidimensioi 
(b) reduzido; (c) ®$lodk o. 



. ........ „ uc muMuin ae uraa rede bidirnensional 

quadrada. O cfrculo 6 uraa superficie de energia constant? 
para eletrons livres e corresponde a superfide^Ferjm para 
um certo valor da concentra C ao de el&rons. A Mi total <§ 
«‘giao.ocupa^a pox eletrons oq.p|pa f o recfproco depende 
ape n as da concentrate de eletrons e ^portanto. indepen? 
dente da interacao dos eldtrons com a rede Per WM 
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CONSTRUQAO DE SUPERFICIES DE FERMI 

'^r quadrada da Fig - *• A «)“»**> *» tote* das aonas de Brilkwin.&k- 
, it i “ t,!,feita se 0 ve,or k tormina no piano perpendicular a G que passa pHo p<2 

Z^Zi\ZT P Te T Bri "° Ui " da mfe <i ' jadrad “ * * «*“" tiiaitada lanes 
bissetores norma,, de G, e Jos tres vetores da rede recfprnca eqoivalentes per sin, etna a G, „a 

bl £- 5a Estcs i l ua,ro stores da rede redproca sao ±(2v/a)U J e ±(2rfa)U 

A segunda zona <5 construida a partir de G 2 e os trSs vetores equivalent^ por simetria a G, 
e assun por ' lante. As tres primeiras zonas de Brillouin estao representadas na Fic. 5b. 

Para determinar os Jimites de algumas zonas, ternos que considerar vetores nao-equiv.<- 
entes da rede reciproca Assin, por exemplo, os limites da se 9 ao 3 a da terceira zona (Fig. 6) sao 
fonnados pelos pianos bissetores normais dos vetores (2 ti j/a)tt x , ( 47 r/a)k e (2 -tr/a)(V + k ) 

JL 1 a T/ erfiCi l de Fermi da rede quadrada P ara eUtrons e uma concen- 

ha^ao arbitr£na de eldrons. t inconveniente representar regioes da superftcie de Fermi que 

pertencem * mesma zona em diferentes partes do grdfico. t para evitar que isso aconte^a true 
usamos o esquema de zonas reduzido. 


* cut - * ui uuirrrrancT, 

™ ^jper-Ticie de Fermi depende da interacao (hi 
eletrons com a red^ 

ffsa^rfeme ros rjue aparecem rias partes da segunda i- 
terceira zona sao os mesmos da Fig. 7. 


Figura 7 Mapeamento das tres primeiras zonas de Brillouin no esquema de zonas reduzido. As partes da segunda zona 
que aparecem na Fig. 6 sofrem translates correspondentes a vetores de rede recfproca c se reiinem para formar um 
quadrado. Um ve»or G diferente e usado p:ira transladar cada parte dc uma zona. 


Tomamos o triangulo 2, e o submetemos a uma translayao de um vetor da rede reciproca 
G = -(277/n)k t , o que faz com que o triangulo seja deslocado para a primeira zona de Brillouin 
(Fig. 7). Outros vetores da rede recfproca deslocam os triangulos 2 h , 2 t e 2 d para a primeira 
zena, completando o mapeamento da segunda zona no esquema de zonas reduzido’; Com isso, 
as partes da superficie de Fermi que pertencem il segunda zona ficam em partes adjacentes do 
grSfico, como mostra a Fig. 8. 

Q uando as p a rtes da superficie da Fermi que pertencem a terceira zona de Brilouin sao|Pffij^ 
feridas para a primeiras as quatro regioes parecem continuar em partes diferentes do grafico, 
como mostra a Fig 8. Entretanto, n o esquema de zonas peri6dieo (Fig. 9) as superficies de 
Fermi se tansformatn em ros&cea a 

Eletrons Quase Livres 

Como passar das superficies de Fermi do eletrons livres para as superficies de eletrons de 
eletrons quase livres? Podemos eslx«,air as superficies de Fermi de eletrons quase livres cons 
base em quatro fatos: 

• A interatjiio do elytron com o potencial periddico da rede da origem a zonas proibidas nos 
limites das zonas de Brillouin. 

• Quase sernpre a superficie de Fermi intercepta os limites das zonas perpendicularmente. 

• O DOtencial da rede arredond a os vertices das s uperficies de Fermi. 

• O volume total contido na superficie de Fermi nao depende dos detalhes da interacao com 
a rede, mas Mepende quase exelusivamente da,concentra 9 ao de eldtrons. 

Nao e possfvel chegar a conclusoes quantitativas sem realizar calculos matematicos, mas 
com base nos fatos mencionados e possivel afirmar que as superficies de Fermi da segunda e 
terceira zonas de uma rede quadrada como a da Fig. 8 para eletrons quase livres tern o aspecto 
da Fig. 10. 


,ii|i I 


Figura S A superficie de Fermi de da Fig. 6 no esquema de jSnas redua^fi. As fegioes sombreadas 

representani estados ociipad^ por eletrons. Partdrda superfi cie de F ermi s e estendem ate a segunda, terceira e quarta 
zonas. A quarta zona nao esti representaoa na figura. A. primeira zona esta totalmente ocupada. 
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Os esboyos das superficies de Fermi ob tides a partir das superficies para eletrons livms 
^2 Ser T° Ut t “ ***** AS SUperfideS de Fermi P™ eletrons livrespodem ser 
™ tlT Um 7 a° pr0 P° St0 P 0r Harrison ^ 11 )• S3o determinados os pontos de rede 

, 7 !iVT6S ^ rai ° apr °P riad ° P ara a <™centrayao de eletrons e 

no ilnw d 1 1 Um f S6S P ° ntOS - Qua, ^ uer P° nt ° do es P a V° reciproco que es.eja 

na interior de pelo menos uma esfera corresponde a um estado ocupado na primeira zona Os 

sCda q lTr "° ,nteri °; de ?e '° men ° S dU “ 6SferaS ^PonL a estados ocupacl,^ 
segunda zona, e assnn por diante. 1 

J4 dissemos que os metais alcalinos sao os metais mais simples, com inters t oes fracas enlre 

eldlrons de conduce e a rede cristaiina. Como os metais alcalinos possuem apettas um ,d 

' £ V *" C,a p0r ' 0m0M limlte! da P rimelra 20,13 de Brillouin estao distantes da 

os resXr s e mt< ;“ q “ e ^ d ° V ° lun,e d “ ZOna ' Tant0 05 cai ' ui,,s 
os resultados expenmentais mostram que a superlicie de Fermi do Na <5 praticamente esfdrica 

e que a superfine de Fermi do Cs 6 esftrica com uma deformaqao da ordem de 10%. 

• ' ,° ! met31s jj v *ntesBe e Mg, os eldtrons de condu t 3o tambdm interagem fracamenle com 

’ 7 S “P erfWeS de Fe ™ s5 ° eprodmadamente esfericas. Entretanto »» 

esse caso eastern do, s eletrons de Valencia por itomo, a superlicie de Fermi envolve uni volume 

duas vezes mmo, do que no caso dos metais alcalinos. Isto signifiea que o volume envolvido pela 





Figur. 10 ttepraenasiu quattt.Uv, Jo * um potenctal pcMdico then n.bre . superlide de Fermi <k Fi» , 

eletrons e corr^nonden * ""*■ °P° sla - As rt * i6ps «>">breadas estao ocupadas por 

men0rCS qUC 35 r< *f 5 ** " 5o ^> aosoml, rea tlas. Uma superficie tie Fermi do 
J^fflU^^gpenquanto uma superficie como a dagg^ri^ dgg^WBJ 

* 
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Figura II Construyao del Harrison das super- 
ficies de Fermi de eletrons livres da segunda, 
ter ceira e quarta z onas de uma rede quadrada. 
A ^aperficie de Fermi envolve inteiramente a 
pnmeira zona, "que, portanto, estS totalmente 
ocupada por eletrons. 

\ : 


superficie de Fermi e exatamente igual ao volume da primeira zona de Brillouin; entretanto, 
como a superficie 6 esferica, isto signifiea que a superficie passa dos limites da primeira zona 
e penetra na segunda zona. 

6RBITAS TIPO ELETRON, 6RBITAS TIPO BURACO 
E 6RB1TAS ABERTAS 

De acordo com a Eq. (8.7), na presenya de um campo magnetico estatico os eletrons se 
inovem em trajetorias de energia constante, em um piano perpendicular ao campo ma^n^tico 
B. Assim, um eletron da superficie de Fermi descreve uma eurva situada inteiramente na super- 
ficie de Fermi, ja que esta e uma superficie de energia constants^ A Fig. 12 mostralrSs tipos de 
6rbit^ que um elytron pode descrever na presenya de um campo magn£tico estatico. 

^as orbitas mostradas em (a) e (b) sao descritas em sentidos opostos. Como particulas de 
cargas opostas circulam em sentidos opostos na presenya de um campo magnetico, dizemos que 
uma das^rBit^ e tipo eletron e a outra e tipo buraco. Os eletrons em drbitas SpoMSfrd® 
se niovem na preserves de um^HItptrt¥is|^^ttcd,.^md se tivesserrycarga positiva. Esta inter- 
pretayao e semeiiumte a que ra"^^raoCa[fmiIoo^para disculir^mwunento dos buracos 
nos semicondutores. 


Orbita tipo buraco 


Orbita tipo buraco 


6rbitas abertas 





^ B saindo 
do papel 


Figura 12 Movimento em um dafi^ofhagn^tip do vetor de onda de um eldtro^j na superficie de Fermi, em (a) e 
(b), para superficies de Fermi topologtcamenteequivalentes as da Fig. 10. Em (a)7cfcyetpr de onda gira no sentido 
ilioririo; ff m (b), o vetor de onda gira no se ntido a nti -hor,'irio . O sentido de rota 5 ao er^ f ^^if*qn^^pefarno 5 de ut 0 
*l£tron IivTe de carga -e] os eletrons com t®nor valor de k tent menos energSt e, portanto, os Estados ocupados ficam 
no interior da superficie de Fermi, Chamatnos urna orbita como a que aparlce em (b) de tipo eletron. O sentido de 
rotac5o em (a) € o que esperamos de uma particulate carga +c; por esta razao, dizemos quese trata de uma brbita 
tipo buraco.iAs orbitas que aparccem em (c) sao t opoTrtgiSam en tt^pfer niediiria)( entre uma brbita tipo elytron e 
uma orbita tipo buraco, j<t que : nem incluem esfsidiA ocupados fern inrlttpm estados,vaztos. Uma orbita deste tipo 6 
chamada de orbita aherta. ” 
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Figura 13 (a) Estadosjjp^-upados ^s’Canto|de uma zona quase 
cheia, desenhada no esquetna de zonSSSpudo. (l>) No esquem a 
dc zonas^^cLcu as varias partes da si^TOde de FenniJjfflin 
n.ira formar cfrculos’i Em tomo da cada cfrculn existe urnadrbitu tipo 
baratd. Os wr^ilos sao tiKios^qnivalrnteJ e a tiensidade dc estados, 
ftrcmlo unitp (As brnltas nao preeisaffi stir drcunferfncias? 
no caso darede queaparecc na fipw.' <? apeiucs mfSrin que as 
7 drbitas possuain simHria de g^Sc^icm.) 


Em (c), a 6rbita nao £ fechada; quando a partfcula chega ao limite da zona no ponto A e 
transfen da mstantaneam^ parao ponto B , que <§ equivalente a B' porquefdiferencaenhe os 
dois pontos 6 u.nftor da rede reefpr6§. Uma drbita deste tipo e ehamadaTSfitf abcrta. 
As rc° s es t»dos de magnetorresisfencia. 

Os estados desocupados pertoida borda de uma gnda quase che{| dao origem a orbitas do 
t«po buraco, como as que aparecem nas Figs. 13 e irTRg"W8iK uma poss.Vei superttcie 
ue energia constante em tres dimensoes. 

As orbitas que emolvem estados ocupados sao orbitas tipo^trb| As orbitas que 

env *’ ,vem GStados va7ios s2 ° 6rbita * li P« buracolAs orbitas que pSm de uma zona 
para outrajsem se fediar sao orbitas abertas. 


k x '. "A- 


* '^ ura 14 Kstswlos destifupados ptrrto do topo de uma barnla quase cheia em 
um crista! bidimcnsiona! Esla figura e equivalente a Fig. 12a. 





Figura 15 Superf.ce de energia constante na zona de Brillouin de uma rede cuh ica simnles. supondo que as enenrias 
da banda sao da forma s, = -a - 2y(eos k,a + cos k„a + cos kjs). (a) Superffcie deenergia constant#* = -a O volume 
mclufdo content um eldtron por celula primitive (b> A mesmk superffcie. no esquSSHiflKico. A c-onectivi- 
dade das fiHrtas aparece ciaramente na figura. O leitor seria capaz de identificar orbitas tipo eletron. orbitas tipo buraco 
e orbitas abertas para um campo magnetic) aplicado na dire^ao ;? (Font*: A. Sornmerfeld e H A Bethe ) 


m : CALCULO DAS BANDAS DE ENERGIA 

H' ' os ffsicos E.P. ^|flgr^]^SeiT^que em 1933 realizaram os primeiros calculos detalhados 
bandas de ener^arcontam que passaram muitas tardes com as calculadoras manuais da 
^Aioca, experimentando uma fungao de onda por dia. Neste capitulo, vamos discutir apenas tres 
fPm#todos elementares para calcular as bandas de energia: o metodo da ligagao forte, aproprtado 
p" para interpol agdes, o m&odo de Wigner-Seitz, que facilita a visualizagao e o|g»W^ 
& .pandas de energia dos metais alcaling, e o metodo dos pseudopotenciais, que uhliza a tepna 
geral discutiSa ^gapftulo 7. 

| Metodo da Ligagao Forte 

& Vamos comegar com atomos neutros separados por uma grande distancia e observar o que 
^ acontece com os nfveis de energia dos el&rons quando os dtomos se unei^ araformar um 
m: cristal. Consideredois atomos de hidrogenio, cada um com um eletron ^io estado Is. A Ftg. 16 
Sstif mostra as fungoes de onda if/ A e if/ B dos dois dtoinos. _ 

m Quando os Atomos se aproximam, suasJB^6e|de onda se fsupeipoem. Considere as combina- 
|jr goes Hgfe - ^Nas duas combinagoes cada^Strop ^gpm|artilhado pelos,|d|pr6tons. 
r mas uniStroiSoesfado famfo tem menor energy do queno estado <Ab- 
| No estada tft, + 4j b , o elytron passa parte do tempo na regi5q |p §(K jrdtons e, portauto, 
W- 6 atrfflosmfultaneaniente por ambos, o que diminui a energi^ clogstem^ No estado tf/ At }* , a 
«•'. probabilidade de que oejdtron/p^na regiSojJps dois prtitons | pequena^ e estagjh^ 

6 da energia do sistema nao acontece, 

p' ^Quando os dois atomos se apr|iximam,p>is J^eis de energia se formam^gS cada nivel do 
p easo de^|fmos,pye^de energia sao formados para cada orbital do 

%. afcmoisoliSo (Fig. 17). — 

| Quando os atomtAe^Bfipximam, a interagao eletrostAtica enlre c^ions-t; os el^trons desdoora 
ff nfveis de energia, transformamlo-os em bandas. Cada esrado qua yico do atomo -ivre se trans- 
pi energias no’cristal. A^gutjia banda e |>rdporciona|a intonsidade 

? da interagao entre atomos 

I- Tamb^m sao formadas bamd^associadas aos estados^, d,... (i = 1, 2..Jdos at omo s byres. 
§ Estados degenerados no atomo livre formant bandas diferentes. Cada banda nao possui a mesma 
p /energiaque outra banda parartodos os valores do vetor de on^embora as ^ergiasdas bandas 
)&. possam ser iguais para certos valores de k na zona de Brillouin, 4 

^ A aproximagao que comega com as fungoes de onda dos atomos li\Tes 6 conhecida como 
£ aproximagao de.ligagao fort^ou aproximag5«j§B((abreviagao de linear combination of atomic 

7 o u sej^^SXinag^ linear de orbitais atomicos). A aproximagao e bem razoivel para os 



Figura 16 (a! Grafico simplificado das fungoes de onda dos eietrons d^dR atomos de hidrogenio muito^astadqj (b) 
Funvao tie onda do estaclo^Ujidam'ental jara um^fastamento men<^. (WPunvao de. onda 3o|stado fxc.tad^ 





Figura 17 A banda b de um aIle | 
formauo por 20 alamos de hidro- 
gemo; as energias foram calculada< na 
aproximatao da liga S 3o forte usaiido a 
integral de superposifao da Eq. ( 9 ) 


Distancia entre vizinhos mais prdximos, em raios de Bohr 


de urn atomo isolafo se^jfe^ « estado Ao trT ^ °T ** movendo no Potential » 
mveis atomicosdngenerados (p f SR? TTT *“ ^ form * d * » partir“ 

dtom ° obfemt^noaTSSr ^ i®l dt0mo "*** « 

atrav& da equa^o"® 9 da aproximad| pafa^^fetron do crista! 


onde, o som atorir. se estende a t, v lnc 

. v Wm a P enas <™ Item -Esta fim S totem!*aaH fc SUp<mdo 1 ue *|» pSiBBw 

° i " *• - - 14 . u,,,a funfa ° * bm rtflSs 


4 


roT»- * ** • ' 


° q p e 15 eaatam ®nte)a condi 5 5 o de Bloch 

«*»>■«» „ ^ da malriz * 


r m - r ; , temos: 
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fflP? Agora desprezamos todas as integrals da Eq. (8) exceto as que envolvem o inesmo atomo e 
Ip jftomos vizinhos mais proximos, ligados peio vetor p. Fazendo 

Ip f (lv <P‘(r)H<p(r) = -a ■ f dV <p‘(r - p)H<p( r) = -y ; (g) 

H v a Eq. ( 7 ) se toma, supondo que (kjk) = 1 , 

grv 

|| - = ^1^!^) = -a ~ y 2exp(-/k -pj = e v . (]0) 

~ "* 

jjj£ A variavao da energia de superposiyao y com a distancia interatornicaMpoae ser calcu- 
lada explieita mente par a dois atoinos de hidrogenio no estado^ Nesse cas® o valor de|t|ern 
|r jydbergs (1 Ry = me 4 /2h 2 ) p dado por: 

ff y(Ry) = 2 ( 1 + p/a 0 ) exp ( ~p/a 0 ) , (n) 

j|; onde o 0 = h 2 /m ej| A energia de superposi^ao diminui exponencialmente com a distancia. 

|; No caso de uma estrutura Clibiea_s^ os vizinhos mais prbximos de uni atomo situado 
!§?' na origem estao nas posiqces SC 

f: p in = (±a, 0,0); (0, ± a,0) ; (0,0 , . ± a) ^ (12) 


e, portanto. a Eq. ( 10 ) se toma 




Assim, as energias estao limit atlas a uma oanda de largo ra 12 y, A Fig. 15 rnostra uma superficie 
de energia constante. Para f « 1 , *< =* - ff _ 6y + yWafy mr.ssa efeiiva ej£ = V&yfi Quando 
a integral de superposiyao y|? pequena, a banda des^eita e a rn assa eietisa t 5 ir ra ride. 

Consideramos urn orbital para cada atmTxHi vre e obtivem os^tna banda e k : Onum^odo 
orbitais na banda que corresponde a um pfvel atomico mio-denegerado € 2 .V, onca* S' e o numero 
(de iiomosjl Podemos verificar este fato diretamente: vaiores de k no interior da primeira zona 
“^RdHoim^fetinem funyoe s de^ndajudeperidentes. Os iimites da p rimeira zona de Briiiouin 
da rede cubical si rnpies si m j -Tr/q < k, < -rr/a, -rr/a <k tJ < via e -via < k g < via. O volume 
da zona e SvVa 3 . () numero de orbitai^(contando as dua^rimit™5es d^o ^ 2V/<^, onde 
V€o volume do crista! e 1/a 3 e o numero de dtomos por unidade de volume. Assim. e.xistem 
. 2 N orbitais. 

No caso de rede^f| ern que existem 8 vizinhos mais proximos, 

e k = -a - 8v cos 5 k,a cos 5 k^i cos ikji . . e^t 3 0 ( 14) 

No caso da rede ccq', em que existem 12 vizinhos mais prdximos, 

e k = -a - 4 y(<ks | k tJ a cos 5 k/i +%s 5 kui cos 5 k/i Axjs ik/i cos 3 k tJ a) 3 fl5) 
A Fig. 18 mostra uma superficie de energia constantetla rede cfc. V / 


Metodo de Wi 


1 gner-Seitz ^ 

^^Wigner e Seitz mostraram que no caso dos metais alralinos £0 existe nenhuma incompa- 
tibilidade entre as funqoes de onda dos eldtrons dd 'ktomos livres e modelo de jd^trons quase 
livres da estrutura de bandas de um cristal. Na maior parte de uma banda, a variaqao da energia 
com o vetor de onda 6 quase identica k de um elytron li\Te. Entretanto, a fun ? ao de onda de 
Bloch, ao contrario de uma onda plana, ^cumu la clfga| nas proximidades dossils pSsitivos, 
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Figure 18 Superffcie de energja constunte 
dc um cristal com a estruturaicfi| na aproxi- 
ma?5o da iigagao forte. Asuperffcilmostrada 
na figura 6 da forma e = -a + 2|y|. 


Fazendo 


■ih grad, temos: 


ph^r) = {hkp>c lk 'uy( r) + e'*(2Mc ■ p)» k (r) + ; 

e ’ P ortant °. a equagao de onda (16) pode ser eserita como uma equagao para « k : 


< | temos J^or.de j/,/r) tern a periodicidade da rede, e sensfve! aos inns nosi- 

e perfo cios sons sc- pare.ee com a iungiio de oinhulo atomo livre. 

encontrar uimisoiu^aopara^^^^fio q ut > para um valor genericy do k 
e para k = Oauna solute g^degenerad^tem a simetria de t’{|. on seja, a simetria de 
d. Podemos em seguida usar ujr) para constmir a soiugao aproxhnada 


eris! 


Esta funtaolerr, a fbmj de uma fungao de Bloch, mas « 0 nao i uma soiugao exata da Er,. ( 1 7); 
t/ 0 e uma soiugao ape nas se desprezarmos o termo em kp. Muitas vezes. este temio tratado 
como umaperturbagS^, como no Pro*blema 8. ^^Ttratamento d usado princiHSe 
para calcular a massa efetiva m* na borda de uma banda. 

Como leva em conta o potencial dos .bns positivos, a fungao ,18) e uma aproximagao muito 
me,hor dafun^deondacorreta do que uma onda plana. A fflBilM B MIB WI 
vana com l|corno (M)V277%exatamente como uma onda plana, m^*|ueamo^la(,'ao repre- 
sentada por u 0 ( r) seja muito forte. Como u 0 6 uma soiugao da equagao 


o valor e S perad<> da f U n t ao de onda (18) X = A funfio u 0 (r) „mita S vezes redete 

muito bern a distribuigao de cargas dentro aacilula primitiva. 

Wigner e Seitz propuseram um metod o sim ples e preciso para calcular#^ A Fig. 19 rnostra 
a fungao de onda de Wigner-Seitz para k = 0 na banda de condugao 3s dosodio metalico A 
fungao 6 praticament^cons tante em §0% do volume do cristal. Nos casus em que as solugbes 
para valores maiores de k podem ser aproximadas por>xp(ik-r)u 0 (r| as fungoes de onda na 
bancrade condugao sao semelhantes a ondas planas na maior parte do volume do cristal, mas 
aumentam consideravelmente de amplitude e apresentam uma troca de sinal perto dos ions 
positivos. 


k 

r 







r~f 


£3 

^8 
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Metal, k = 0 

Atomo isoiado 

Metal. A no limite da 
zona de Brillouin 


r (unidades de Bohr) 

Fieura 19 Fungoes de oiuia radios para o orbitai8|de um atomo de s6dio isoiado e para a banda de condugao Ss do 
sddio As fungoes de onda, que nao estao norr.miizadas. foram ealculadas integrand.) a equagao de Schrodinger para 
um elytron no pogo de notencial de um ion Na". Nr- qmtfr atomo isoiado, foi usad a a condigSo dc contomo usual 
jw r ) - 0 quando r - »; o autovalor de energia 6 -5,15 eV. A equagSo de. onda para o vetor de onda 1 = 0 no metal. 
«rt4 suieita a condigSo de contomo de Wigner-Seitz de que d&dr « pRB ponto m^diq er^mk vizi- 
nhos; a energia deste orbital A -A.2 eV, hem menor isoiado. Os^WmsSolimite da primeira zona 

de Brillouin do s6dio estao va^fs^energia ef-2.7 eV. \F<mur. E. Wigner e F. Seitz.) 

Energia dc Coesao. A rnaior^^TliQ^ em relagao aos fromos livres & 

causada pelo fato de que. a energia da fungao de Bloch me.nor do que a aos- orbi- 

tais de Valencia dos Stomas livres. Este eleito estd iiustrado na Fig. 19 para o caso do s60iu e 
na Fig. 20 para o caso de um potencial quadrado. A redugao da energia e uma conseqiiciicia 
das condigoes de contomo das fu ngoes d e onua. A condigSo de contomo para o atomo livre de 
Schrodinger jMr) -* 0 (juando r -► <*. No cristal, a fungao de ond^fr|terr. a simetria da 
rede cristalina e € sirnetrica em relagao a r = 0. Para isso, a derivada ae <p deve se anular no 

ponto medio entre dois Stomos da rede. 

Aproximando i^endr cglula de-Wigft^gl gforTrn^^^ usamos a aondigao de contomo 

de Wigner-Seitz 

< 20 ) 


U} — h ~ 


m L 

|^_0.45h 

■% I -O.fiL 


h -»•» ■ 


Figure 20 Energia do orbital fundamental, [k = 0) He um elytron em um potencialquadrado peri6dico de profundi- 
dade. j(/ 0 ! = 2h 2 /ma*fm fungao do espagamento relativo dos pogos. O parametro b/a<6 uma medida do espagamento 
relatiw clos^^^uanto major o valor de W maior a energia. (Cortesia de C. V.'Fong.) 
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fp= 468 A Tmet V d°? pr ‘ m ' tiva da rede - No stfclk, 

" Sfes raz-M-.-f! para a/esUumfeS A landed ^ t**" 0 *® 

SSiiiiiP “ $> 3 - 

r) ; f|t = e( . + ffi 

2m 

A ener g>H de Fermi do Na a 300 K p t i P il a . 

rnergia^Je Fermi, ouS,9 AOnW - s 2 iT^Sf 11 m ' d ' a P or •‘■"Iron <<£Sft ,| a 
a> 5,2 + S - f!f T mk ■ 0,a -nergiamrsdiafe eleHf s ,t 

vXeia de um atomo de sddio {Fig. 21). ^ * “ e, * h ** *> elPtn... de 

tltefSSS 1 3 f "f *> 0- .« «k*o de 

valor experimental de l,] 3 e V. * ’ ^ 5 sulbuk) esta em boa concortMncia com 0 

Metodo dos Paeudopotenciais 

os ions positives, mas suavemente na regia,, 

midades dos ions. Este eomportamento « UtMrado vehthTl .VT 
aparece na Fig. 19. £ intereJanle cncarar os nos d, 7 J f Uodame, "“' ><<> *Mk>, 
nas proximidades dos ions positivos como in, de onda *>s efarons de eoniluv.To 

seja ortogonaj as fnn^es d * ** « ''4> 

qiiencia da equagao de Schrodinger mas 6 fac-il v ^ P ° S ‘ tlV0, Toda a estn,t,,ra ^ «ma eonse- 
no orbital 3v dos eletrons de condurao do Na na ^ ^ F TT° S * flexibil, ' dadf * de dois nos 
'* d “ ™ pnsitivos, r„,e „ 3o ? p« ** -* * 

“ 8C T « reljo 

praticamente como ontjas planas. °s eletrons de eonduyJo se eomportam 

pW,avanl a ^ 

h k~/2m, como no caso dos eletrons livres rw a T a P row madamente por e k = 
midades dos ions, reg i3 „ em tpte n 5 o se 


Figura 21 A energia do coesao do srfdio e a dife- 

^0 e "! re “ en ‘ >rgia ™ dia dp um d^ron nr, metal 
(-M e' ) e a energia do eslado fundamental (-5 15 
, ' d ° e,Hmns de va ^- n cia 3s do atomo isolado As 
duas energy sao medidas em rela V ao a um /on Na • 
a uma distaneia infinita de um elytron. 



r ) 


Estado k = 0 
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y ■ Na verdade, o que se passa nas proximidades dos ions e irrelevante para a varia^ao de e com 
^ k. Lembre-se de que podemos calcular a energia apiicando o operador hamiltoniano a um 
? orbital em quaiquer ponto do espayo, Aplicada na regiao longe dos tons, esta opera^ao dara 
v, uma energia praticamente igual a energia dos eletrons livres. 

Este argumento leva naturalmente a ideia de que podemos substituir a energia potencial real 
(e 35 camadas completas dos atomos) na regiao proxima dos foils positivos por uma energia poten- 
' cial efetiva 1 que leve k mesma fungao de onda longe dos ions que a observada na presenca dos 
, tons. Surpreendentemente, o potencial efetivo ou pseudopotencial que satisfaz a esta condigao 
6 muito pequeno. Esta conclusao a respeito dos pseudopotenciais em geral e confirmada por 
muitos restiltados experiirientais e tambem por argumentos teoricos, O resultado e conhecido 
como teorema do cancelamento. 

O pseudopotencial a ser usado em um problema especffico nao f* unico nem exato, mas pode 
levar a resultados excelentes. No Modelo do Carogo Vazio, ou ECM (do ingles Empty Core 
Model), podemos at<* mesmo supor que o pseudopotencial nao blindado 6 nulo no interior de 
uma esfera de raio R,„ 

U( r ) = |° ’ P ara r < R r ; 

U(n \-e 2 /r , parar>«„ . (21) 

Este potencial deve ser blindado da forma descrita no Capftulo 14. Para isso, cada componente 
t/(K) de U(r) 6 dividida pela constante dieletrica e(K) do gas de eletrons. Se, apenas para dar 
um exemplo, usannos a fungao dieletrica de Thomas-Fermi (14.33), ohteremos o pseudopo- 
tencial blindado da Fig. 22a. 

Este pseudopotencial 6 muito mais fraco do que o potencial verdadeiro, mas foi ajustado de 
tal forma que a fungao de onda longe dos ions e praticamente igual a fungao de onda associada 
ao potencial verdadeiro. Na Iinguagem da teoria do espalhamento, ajustamos os deslocarnentos 
r de fase do pseudopotencial para que sejam iguais aos do potencial verdadeiro. 

O calculo da estrutura de bandas depende apenas das comjionente.s de Fourier do pseudo- 
potencial para \'etores da rede recfproca. Em geral, uns poucos valores dos coeficientes 17(G) 
sao suficientes para obter uma estrutura de bandas razoavel; veja os pontos da Fig. 22b. Estes 
coeficientes sao as vezes calculados a partir de modelos teoricos para o potencial, e as vezes sao 
obtidos ajustando a estrutura de bandas aos resultados de medidas 6tieas. Valores razodveis de 
17(0) podem ser estimados teoricamente; no Capftulo 14 veremos [Eq. (14.43)] que para um 
potencial eletrostdtico blindado (7(0) = -§ e F . 

No M&odo Empfrico dos Pseudopotenciais ou EPM (do ingles Empirical Pseudopotential 
Method), que proporciona excelentes resultados, a estrutura de bandas 6 calculada usando 
apenas uns poucos coeficientes 17(G) determinados a partir de ajustes tedricos para resultados de 
medidas de reflexao e absorgao otica, como serd discutido no Capftulo 15. Mapas de densidade 
de cargas, como o da Fig. 3.1 1, podem ser plotados a partir das fungoes de onda geradas pelo 
EPM. Os resultados concordam muito bem com as medidas de difragao de raios X; estes mapas 
permitem examinar com detalhes as ligagoes atomicas e prever novas estruturas e compostos. 

Os valores dos coeficientes (7(G) determinados pelo EPM inuitas vezes sao simplesmente 
a soma das contribuigoes dos varios tipos de fons presentes. Assim, pode ser possfvel prever o 
valor dos coeficientes (7(G) para estruturas inteiramente novas a partir dos resultados obtidos 


'J.C. Phillips e L. Kleintnan. Phys. Rev. 116, 287 (1959); E. Antoncik, ], Phys. Chem. Solids 10, 314 (1959). A teoria 
geral dos pseudopotenciais e discutida em B.J Austin, V. Heine e L.J. Sham. Phys. Rev. 127, 276 (1962): veja tambem 
o Vol. 24 de Solid state physics. A utilidade do modelo do carogo vazio e conhecida ha muitos anos; ele remonta a E. 
Fermi. Nuovo Cimento2. 157(1934). H. Hellmann, Acta Physicochimica URSS 1,913(1935); H. HellmanrieW. Kassa- 
totschlan, J. Chem. Phys. 4. 324 ( 1936). Estes ultimos escreveram: "Como o campo do ion determinado desta forma 6 
quase piano, e suficiente em primeira aproximagao fazer o elytron de Valencia na rede igual a uma onda plana.” 
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paniunniarAmetrocIeI>Iindaeeiii/b/f =s(i-m *i:,l . . , ^ r 1,6(y4 « f ondf a (l 6 o rju<> do Bolir . f 

respcetivanienie. O prHencial real do for, (escollmio para r~, n„ fe r i- t ' ’ ?*' 7 ' U>: * ‘ r 0 '■ 

1* « psewlopoiencia!, mai., ,1, 200 ve*., mai: , r para r 2 O.lT * *° ,<M * "*** ” '>'> 

para estruturas conheddas. Atero disso, a variagao de uma eslrutura de bamks com a press*, 

cia curva de t/(r), a mfluencia sobre U(G) de pequenas variagoes de G 

rede ‘ * band “’ 3 “«*• de ■»«** a constante de 

tencial os ^ ^ tlC,dade a P artir primeiros princfpios. Nestes calculos de pseudopo- 

f ^ mtl °' ° S dados ,n,c,iUS sao 0 «PO de estrutura cristalina e o numero atomic, ,L 
e aproxirnagoes teoncas confiaveis para os termos de energia de cSmbio. Nao e a mesma coisa 


Figura 22b Pseudopotenciai b'pico no 
espa^o recfproco. Os valores de t/(k) 
para vetores de onda iguais a vetores do 
espa ? o recfproco, G, estao indicados por 
pontos. Para valores muito pequenos de 
k ° potencial tende a -2/3 da energia de 
Fermi, que <? o limite para um poten- 
cial eletrostatico blindado. (Fonte: M.L. 
Cohen.) 
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||r que realizar os calculos apenas a partir do numero atomico, mas 6 a base mais razoavel para 
nfn c &lculo a partir de primeiros princfpios. A tabela a seguir mostra uma eotnparagao entre os 
pi; jesultados teoricos de Yin e Cohen e os resultados experimentais. 


Constante de 
rede (A) 


Energia de 
coesao (eV) 


Modulo de clasticidade 
(Mbar) 


Experimental 

Germanio 

Tedrico 

Experimental 

Diamante 

Tedrico 

Experimental 


METODOS EXPERIMENTAIS EM ESTUDOS DE 
SUPERFICIES DE FERMI 

Varios metodos experimentais eficazes foram desenvolvidos para a determinate de super- 
ficies de Fermi. Entre estes metodos estao a magnetorresistencia, o efeito pelicular anomalo, a 
ressonancia de cfclotron. os efeitos geometneos magnetoacustieos, u efeito Shubnikow-de Haas 
e o efeito de Haas-van Alphen. Informagoes adicionais a respeilo da distribuigao de momentos 
$2o fomecidas por aniquilagao de positrons, espalhamento Compton e o efeito Kohn. 

Optamos por discutir um destes metodos com detalhes. Todos os metodos sao uteis, mas 
exigent analises teoncas relativamente complexas. Escolhemos o eieito do flaas-van Alphen, 
porque revela claramente a periodicidade em 1/B das propriedades de um metal em um campo 
magnetico uniforme. 

Quantizagdo das tirbitas na Presenga de um Campo Magnetico 

O momento p de uma partfcula em um campo magnetico 6 a soma (Apendice G) de duas 
parcelas, o momento cin^tico p,„, = mv = ft keo momento do potencial ou momento do campo 
Pc.n.p U = </A/c, onde q 6 a carga e A 6 o potencial vetor, relacionado ao campo magnetico B 
atraves da equagao B = rot A. O momento total e 

(CCS) p = Pun + Pdnpci == ^ + 9^ C • ^ 22) 

No SI. o fator t _l esta ausente. 

Adotando a abordagem semichtssica de Onsager e Lifshitz, supomos que as drbitas na presenga 
de um campo magnetico sao quantizadas pela relagao de Bohr-Sommerfeld 

j> p • dr = [n + y)2nh , (23) 

onde n e um numero inteiro eye uma corregao de fase que para eletrons livres tern o valor 


p • dr = Jftk -dr + ±j>\- dr . (24) 

A equagao de movimento de uma partfcula de carga q na presenga de um campo magne- 
tico £ 
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= U r XB 

, , , d, c-rftXB- ft,,) 

lntegmndo a Eq. (2.5a) m relafao ao tempo, temoa: 

= X B 

uL e o!a e ^p^^X”«^: bi,a * W> reaL Para Che «" * — 


f r x dr- 2 X (drea no interior da orbita) 

A outra integral de linha do lado direito da Eq. (24) e ’ 

cj>*-dr = -j rot A • dv = ‘l J B • d* = 2$ , (25c) 

de linha do mo m enrra a s tr(tT25r)t(lrc^ : ° 6lement ° de * rea no e W rei * J - A integral 


jp-dr= - C i<p = (n + y)27rh 


r que a 6rbita t,e um ei * ron * f 0rma qU e 0 a,,,, ** 

d>„ = (n + y){2Trhc/e) . 

De atordo com a Eq. (27), o fluxo* quanHzado em enidades de 2»fc/ e = 4,14 * 10-'-> 

com a Eq. (25a), om ZtZTlZ ^ W 

atrav^s da equagao Ar = (hc/eB)Ak e, portanto a Srea^Twnaf “ “ ““ ldad ° ,Wdo “ M 

a 4rea A„ da 6 rbita no espago real atravTs da equagao ? ? 

A„ = (hc/eB)\ . 

Assim, de acordo com a Eq. (27), temos 

<J> = (^) Ac - /„ , \ 2iirfic 

[e J B \, (» + y)-g— , (29) 

e, portanto, a area de uma orbita no espago reciproco <5 dada por 

S - = ( " + ^- . (30). 

Fermi ’ podemos es,ar *«— « «„ 

" + I. tenfiam a ZZtoet Jesll ^ « “>>«&>• *> Fermi. „ e 

iguais * JrCJ "° eSpat ° ret 'P r “°- De -cordo com a Eq. (30). as areas sera,, 

~ ^ 

\A + i bJ he ’ (3D 


r 

V 
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Sjj|tn nos leva ao importante resultado de que incrementos iguais de 1 IB levam a 6 rbitas seme- 
f Jbantes. Esta periodicidade em 1 IB e uma caracterfstica marcante dos efeitos magnetooscilatbrios 
i£«bservados em propriedades dos metais como a resistividade, a susceptibilidade, e a capacidade 
pt^rmica em baixas temperaturas. 

p. Uma variagao con tin ua do campo magnetico produz oscilagoes na populagao das drbitas 
pnas proximidades da superficie de Fermi, o que leva a muitos efeitos interessantes. A partir do 
« periodo das oscilagoes, e possivel reconstituir a superficie de Fermi. O resultado expresso pela 
f- Eq. (30) 6 independente do calibre do potencial vetor usado na expressao (22) para o momenta, 
i ou seja, embora p nao seja invariante em relagao ao calibre, o mesmo nao se aplica a S„. A inva- 
; ri&ncia do calibre sera discutida no Capitulo 10 e no Apendice G. 

I O Efeito de Haas-van Alphen 

t O efeito de Haas-van Alphen 6 a oscilagao do momenta magnetico de um metal submetido 
v a um campo magnetico cuja intensidade varia continuamente. Em geral, o efeito 6 observado 
1 apenas em amostras puras submetidas a campos magn&icos intensos em baixas temperaturas, j£ 
1 que a quantizagao das Arbitas dos eletrons £ mascarada por colisoes e as oscilagoes das populagoes 
' sao atenuadas pela transference para 6 rbitas p taxi mas de eletrons excitados termicamente. 

A Fig. 23 mostra uma analise do efeito dHvA no zero absoluto. O spin do eletron £ igno- 
rado. O tratamento e para um sistema bidimensional; no caso de um sistema tridimensional, 
basta multiplicar a fungao de onda bidimensional por ondas planas da forma exp(i^jz), supondo 
que o campo magnetico paralelo seja paralelo ao eixo c. A 5rea de uma orbita no espago k„, k y 
6 quantizada como na Eq. (30). A area entre orbit as sucessivas 6 dada por 

AS = S„ - S„_ | = 2 mB/hc . (32) 


Estas regioes 
sao apenas 
esquemAticas 




Figura 23) ExpUc.i(,3o do efeito de Haas-van Alphen para um g£s bidimensional de elAtrons na presents de um campo 
magnetico. Os orbitais ocupados do mar de Fermi na ausencia de um campo magnetico estao representados por um 
sombreado em a e d. Os nfveis de energia na presen^a de um campo magnetico estao indicados cm b.c ee. Em b, o 
campo tern um valor B,. tal (pie a energia total dos eletrons A a mesma que na ausencia do campo magnetico: o numero 
de elltrnns cuja energia aumentou em conseqiiencia da quantiza^no introduzida pelo campo magnetico £ igual ao numero 
de eletrons cuja energia diminuiu. Quando ocampo A aumentado para um valor B : > B,. como em c. a energia total dos 
eletrons aumenta porrjue a energia dos eletrons nos niveis superiores aumenta. Quando o valor do campo continua a 
aumentar. porem, a energia total volta adiminuir; quando ocampo atinge o valor /),. como em e. a energia 6 novamente 
igual A energia para B = 0. A energia total e minima em pontos como B, e fl^e maxima em pontos como B 2 . 
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A area no espayo recfproco ocupada por urn orbital, ignorando o spin, £ (Itt/IM para uina 
amostra quadrada de lado L. Usando a Eq. (32), desoobrimos que o numero de orbitais de 
eletrons Iivres que se unem para formar um tinico nfvel magnetico £ dado por 

D = (2neB/fu:)(L/2nf = P B , (33) 

Landau = C ° m ° F ' g ' 24 Estes n,Veis ^agneticos sao ehamados de niveis de 

A variayao do nfvel de Fermi com B e peculiar. Para um sistema com N eletrons no zero abso- 
lute, os mveis de Landau estao completes, ate um numero quantico magnetico que podemos 
chamar de s, onde s e um numero inteiro posiHvo. O nfvel seguinte, s + 1 , esta apenas parcial- 
mente ocupado; o nivel de Fermi esta, portanto, neste nfvel. Quando o campo magnetico 
aumenta, todos os nfveis acomodam mais eletrons e, portanto, o numero de eldtrons no nfvel 

•s diminui. Quando o nivel s + 1 fica totalmente visfvel, o nfvel de Fermi salta bruscamente 
para o nfvel s. 

A transference de eletrons para um nfvel de Landau de menor energia acontece porque a 
degenerayao D dos nfveis aumenta & medida que B aumenta, corno mostram a Eq (33) e a Fie 
2o. Para certos valores de B, o numero quantico do nfvel mais alto ocupado diminui abrupt;, 
mente ae uma umdade. Para estes campos magneticos crfticos £„ nenhum nfvel esta parcial- 
mente ocupado no zero absoluto e, portanto, 

spB, = A' . 

(34) 

O numero de nfveis ocupxk* multiplies*, pels degenerafto pen, B = B, deve ser nun, I * 
numero de cietrons N. h 

Para mostrar que a energia varia perindicamente com B, usanos o fato de que a energia du 
nivel de Landau de numero quantico magnetico n e dad;, por E. = (n - hti<o r , onde = <-B, 
m c A a ireqiiencia de cfdotron. Este rcsultado e uma conseqitfncia direta da analog entre 



1 P em *“ dlme " Si f 5 na de Um Cam P° “•*** fl»> Na present de .» 

kh qUC rePreSen,a ? ° S ° rbi,aiS de e " tr ° nS liVreS circunferencias no anligo piano 

' ’ * WCUnfe ~ SUCeSS,Vai correspondem a valores sucessivos do numero quantico „ na express™ da enerma. 
(n - A area entre circunferencias sucessivas e 


(CGS> = 2irk(U;) = (2mn/h : ) Ae = 2 mnuA - 2ircB/hc . 

l7e7i'Z , l a i dOS T 0Sn5 ° r" enhUm Signifitad ° fiSiC °- ° m " ner ° de ° rbitais cm v'ircunferencia e cons- 

«. <zssi£ p * de - -** * *» 
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2-j*** = 3-*j 



Figura 25 (a) A linha grossa mostra o numero de partfculas em nfveis que estao totalmente ocupados na present de 
um campo magnetico B, para um sistema bidimensional com N = 50 e p = 0,50. A 4rea sombreada mostra o numero 
de partfculas em nfveis parcialmente ocupados. O valor de s indica o numero quantico do nfvel mais alto que estf 
■ totalmente ocupado. Assim, para B = 40 temos s = 2; os nfveis n = 1 e n = 2 estao totalmente ocupados e existem 10 
t partfculas no nfvel n = 3. Para B = 50, o nfvel s = 3 est4 vazio. (b) A penodicidade em 1/B se toma evidente quando 
os mesmos pontos sao plotados em fungao de 1/B. 


as 6rbitas de ressonancia de cfclotron e o oscilador harmonico simples, mas desta vez 6 mais 
conveniente iniciar a contagem em n = 1, em vez de em n = 0. 

A energia total dos eletrons em nfveis totalmente ocupados 6 

2 Dhu) r (n - |) = iDhui/ , (35) 

i, = i 

onde D £ o numero de eletrons em cada nfvel. A energia total dos eletrons no nfvel parcial- 
mente ocupado s + 1 6 

hw c (s + k)(N - sD) , (36) 

onde sD 6 o numero de eletrons nos nfveis totalmente ocupados. A Fig. 26 mostra a energia 
total dos N eletrons, que 6 a soma de (35) e (36), em funyao do inverso de 


Energia total 



Figura 26 A curva de cima corresponde a energia total dos eletrons em fun$ao de 1/B. As oscila^oes da energia V 
podem ser detectadas atraves da medi^ao do momento magnetico. que e dado por -dU/t)B. As propriedades t^rmicas 
e de transporte do metal tambem oscilam quando orbitais sucessivos ultrapassam o nfvel de Fermi com a reduijao do 
campo magnetico. A regiao sombreada da figura mostra a contribui^ao para a energia de nfveis parcialmente ocupados. Os 
parametros para esta figura sao os mesmos da Fig. 25 e as unidades de B foram escolhidas de tal forma que B = h<u r . 
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Figura 27 No zero ahsnluto, o momento magndtico € dado nor mj/jh a , , 

tic, plotado na figura, uma funyao penridicade 1/7 Em a , g ' a di * F ' 8 ' 26 ' eVa a ° ""«<>.'• 

m'vei* de energia „ 3 o s5 o «o bcm defines “ “ "* rih ** te * *" — ***. 

o momento magnittico /« de um sistema no zero alrsoluto e dado por u = XVrfB V ,r 
ea», o momento * nma fnn^o ,»dlat«, de ,/ S . como n„„ 3 % 

*7“ 

tais que f (3i)> as ()SClla 9 0( ? s ocorre.n a intervals iguais rie | m 


2w 

\BJ ficS ’ 


pal de f ”* “j d “ !U P erfide df > F “ mi * ***, tie B. A 

^Fermfdt i " ,e T’ re,i >t ao *> <**<> dHvA. Para nma superKde 
do campo maenai J r ' “ *“* diferen,es «*«• * component, de k na tlm.,3,, 

de todas as sJfLT™.' " < > “ lbdo8 - A res P° sta « « «™ d* contrihulffies 




Figura 28 As Orbitas da seyik, AA‘ sao orbitas 
extremas: o period,, dc cfclotron e aproxirnadamente 
constant? para u,na extonsao razodvel da superffcie 
de Fermi. Em outras seydes, «imo flfi'.a vanayao do 
periodo com t, valor de k, e muito mais acentuada. 



A afirmayao do paragrafo anterior pode ser demonstrada matematicamente, mas a prova 
G nao sera apresentada neste livro. Trata-se basicamente de uina questao de cancelamento; as 
if - <xmtribuiy6es das orbitas nao-extrernas tem fases diferentes e se caneelam, mas perto das drbitas 
G extremas as fases variam muito pouco, e por isso as contributes dessas orbitas se reforyam. 
yv Isto faz com (jue sejam observadas ressonancias, mesmo no caso de superficies de Fermi de 
t; formas complicadas, ja que os experimentos privilegiam as orbitas extremas. 

A Superffcie de Fermi do Cobre. A superffcie de Fermi do cobre (Fig. 29) 6 decidida- 
mente nao-esferica: oito pescoyos fazem contato com as faces hexagonais da primeira zona de 
Brillouin da rede cfc. A concentragao de el^trons em um metal monovalente com a estmtura 
cfc en = 4/a 1 ; existem quatro eletrons em um cubo de volume a?. O raio de uma esfera de 
Fermi de eletrons livres 6 




•;y*v 

M't 

fc 

$r- 


fee ei--; 



k F = (3v 2 n) M = (I2ir/<i'y n = (4,90/a) 


(38) 


e o diSmetro e 9,80/a. 

A menor distfmeia entre pontos opostos da zona de Brillouin (a distfmeia entre as faces 
hexagonais) e (2 jr/a)(3) l/2 = 10,88a, um pouco maior do que o diametro da esfera de eletrons 
livres. Assim, a esfera nao toca o limite da zona, mas sabemos que a presenya de um lirnite de 
zona tende a diminuir a energia da banda perto do limite. Assim, £ natural que a superffcie de 
Fermi forme um pescoyo nas proximidades das faces mais prdximas (as faces hexagonais) da 
zona (Figs. 18 e 29). 

Como as faces quadrudus da zona estiio mais distantes, com uma separayao de 12,57/a, a 
superffcie de Fermi nao forma um pescoyo nas proximidades destas faces. 




Figura 29 Superffcie (let Fermi do cobre, segundo Pippard. 
A primeira zona de Brillouin da estmtura cfc 6 o octaedro 
tnmeado da Kig. 2.15. A superffcie de Fermi intercepts o 
limite da primeira zona de Brillouin no entomo do centro 
das faces hexagonais, (jut* correspond!* as direyoes 1 1 1 1 ] no 
espayo recfproco. A figura mostru ilois orbitais extremos 
do tipo “barriga” (/?,,. e 8 1 „„l e um orbital- extreme tipo 
“pescoyo” IN). 


Figura 30 6rbita tipo “osso de cachorro” de um 
ek'tron na superffcie de Fermi do cobre ou do ouro 
na presenya de um campo magn£tico. A rirbita 6 
dassilicada eomo sendo do tipo buraeo, porque a 
energia no interior da orbita 6 maior do que no 
exterior. 


J 
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EXEMPLO: ASuperficie de Fermi do Ouro. De acordo com o ffsico D. Shoenberg no caso doouro 

tfcxi^Este teni urn periodo de 2 X 1°-“ gauss'* para a maioria das orientayoes do 

tico. Este penodo correspond? a uma drbita extrema de area P M 


: 2 m/hc __ 9.55 X 1() T 


— 4,8 X 10’* cm'* . 


De acordo com a Tabela 6 1 temnc t =i 9 vtm, i r , . 

nr a *r 

observados por .Shoenberg sao 2.05 X ]0 “ gauss'* e 1,95 X 10"“ gauss'*. Na direcao m 1 1 ,ln , 

mr' fclTra&biUd 7 4 correspond™*, a i.ma area orbital de 1 ,S X ](|« 

' f peseoto .mdicndapelalstraA'n.Fig. 29. A Fig. 30m«trao„tra6ri,itae«re,,„ 

A Ft 31 ',’Zt 7 J *”* “ A " * «*»> * «* * a™ das drbitar das "haW 


™,lf 7"'°' a ■* e Fermi de el< *' rOI ’ S “ vres ocu P a * pnnreira zona e tx.ru, da 

cornr** • ter T lra 20na *, 00,1,0 mostra a Fig. L A superfirie de Fermi na terceira zona d 1ml aide 

7Teraded« ra 7 “ T™ *"*“ da d “ esfe ™ * eldtrons litres. 

A csfera de eldron Ws t'hega a oonpar pequenas regions da qnarta zona, mas „ 

7 d “ ^ ° * m ™'' sid “™p-io, os estados da qnarta zona Beam tabs varies <• 

eletrom quo oeitpava,,, „ s «e S «tados sao transferidos para a terceira zona. Os aspertes g,.,i„s ,|» 
superhcie de berm, ledriea doaltimfoit, saeennfmmdos pebs esperimentos. A Fig. 32 
paite da superhcie do bermi de el6t;ons livres do magnesio. 

Ruptura Magnate Qnunclo sin, .,„!„„ et idos a campos magnates muiu, intention 
eld'.mns se movant cm orbilas de parrieulas livres. as tSrltitas arcs, lares <le debt™, da Fig 
.* “* ** '"“Snt't'tM «. dominates e o potent ial da rede eristalina eonstilni ,'m, „as 

mna pequena perturbatat, Neste litnite, a elassiflcafao dos orbitals em bandas pode ter Lea 
ituportancia. For ou.m lado, sabemos que para Campos magnates pequenos o movij 
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Figura 32 Parte da superftcie de Fermi de el^trons 
livres do magn^sio, segundo L.M. FaJicov. (Desenho 
de Marta Puebla.) 


descrito pela Eq. (8.7) com a estrutura de bandas que existiria se o campo magn&ico nao 
estivesse presente. 

A modifica^ao da estrutura de bandas que oeorre quando uni metal £ submetido a um campo 
magn^tico suficienteniente intense e conhecida come niptura magnetica. Como mostra a Fig. 
33, a passagem para o regime de campos magnetieos inte.nsos pode mudar drasticamente a 
coneetividade das drbitas. A niptura magnetica pode ser revelada por propriedades fisicas 
como a magnetorresisteneia, que sao muito sensiveis a coiioctixadade. A condi^ao para que haja 
ruptura magnetica ^ /iw e r > £* f aproximadamente, onde e F £ u energia de Fermi dos el^trons 
livres e.E^^ A largura da banda proibida. F.sta oondi^ao c muito menus dristica, especialmente 
em metais com bandas proibidas estreitas. que a condi^ao intuitiva de que o desdobramento 
magnetico h<i> c dc%'e ser maior do que a largura da banda proibida. 

Bandas proibidas estreitas sao encontradas em metais de estrutura hexagonal compacta, nos 
quais a distancia entre as faces hexagonais da zona seria nula, se nao fosse o pequeno desdo- 
bramento introduzido pela intera^ao spin orbita. No Mg, este desdobramento 4 da ordem de 
10- 3 eV; para esta largura da banda proibida e e F ~ 10 eV, a cond^ao de ruptura magnetica e 
ha) c > 10- 5 eV, ou B > 1000 G. 


Campo magnetic') intenso 


Campo magnetico fraco 




Figura 33 Ruptura da estrutura de bandas por um campo magnetico intenso. As linhas retas mostram os limites das 
zonas de Brillouin. As orbitas de eletrons isolados (a) observadas em campos magnC-ticos intensos se tomam <5rbitas 
abertas na primeira banda e orbitas do tipo eletron na segunda banda (b) quando o campo magnetico 6 reduzido. 
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RESUMO 

• Superficie de Fermi < a »p«fcie do espa s o reciproco de energia conslame ferj . 

. 7“ b “t de '""S'* ‘ superficie de 4 en, font*, de k 

ooesao de meta,s simples * expllcada pela redn ? ao da energia da banda de condnrto „„„ 

L:iiX“:sr de “ n,o ™ oA ' sd,r6di ^” a - 

• Aperiodieidadedoefeitode Haas-van Alphen t nma medidadaarea S das drbita, estrena, 
W em ™ P'-“ perpendicular a„ campo m ,g„«ie„ ap.itd" b! 


(CCS) 



Problemas 

:^?=asssas---‘ 

: 

* d™7 B r„^ - 

nniiouin. as faces estao separadas em uma distancia G ~ 9 x io»,. m -i n 
magnbtico B = 10 3 gauss = in-' 4 ir J i ,. , u 1 x 1,r cm Uni campo 

Oual € a ord™ A ? A a 1 f pllcado perpendicularmente ao piano da brhita aberta (a) 

‘ £ 3 ^crsss« 

■I case, 
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7. Teriodo de de Haas-van Alphen do potassio. (a) Calcule o periodo A( 1/B) esperado para os eletrons 
de condugao do potdssio no modelo de eletrons livres. (b) Qual i a area no espago real da orbita 
extrema para B = 10 kG = 1 T? O mesmo periodo se aplica a oscilagoes da resistividadc eletrica, 
conhecidas como efeito Shubnikov-de Haas. 

8. Cdlculo da energia na horda da banda usando teoria das perturbagoes. Considere um orbital 
nao degenerado ip„ k em k = 0 na banda n de um cristal cubico. Use a teoria das perturbagoes de 
segunda ordem para mostrar que 


e„(k) = e„(0) + - 


K»o|k- P |jo>p 


' 2 m rn 2 f €„(0) - €j(0) ' 

onde o somatdrio se estende a todos os outros orbitais ip )k em k = 0. A massa efetiva neste ponto # 

»i - , . 2 Vr l<n°lpljO>F 


— = 1 + — Y' 

/i* 1 m ^ 


c„(0) - €/0) 


A massa na borda da banda de condugao em um semieondutor de banda proibida estreita 6 muitas 
vezes dominada pelo efeito da banda de Valencia, caso em que 

(41) 

onde o somatorio de estende a todas as bandas de Valencia; £ s 6 a largura da banda proibida. Para os 
mesmos valores dos elementos de matriz, quanto menor a banda proibida, inenor a massa efetiva. 

9. Fungoes de Cannier. As fungbes de Wannier de uma banda sao definidas em termos das fungbes 
de Bloch da mesma banda atraves das equagoes 

te(r - r„) = N~ 1/2 £ exp( - ik • rj Mr) , (42) 

onde r„ 6 um ponto da rede cristalina. (a) Prove que as fungous de Wannier para diferentes pontos, , o^Jkk 
da rede sao ortogonais; ^ ^ ^ 


f dV w'(r - r M )tc(r - r m ) = 0 , ii * in . (43 ) 1 

Esta propriedade de ortogonalidade faz com que estas fungbes muitas vezes sejam mais uteis que 
orbitais atomicos associados a diferentes pontos da rede, ja que os ultimos em geral nao s3o ortogo- 
nais. (b) As fungbes de Wannier possuem picos nas posigoes dos pontos da rede. Mostre que para 
tpy = A’' l/J e‘*'u„(x), a fungao de Wannier 6 

, t , ,seii7r(x - x „)/a , 

w(x - XJ = ff 0 (.T) — r , A 

tt(x - x„)/a yjp 

para N 3tomos de uma rede unidimensional com constante de rede a. 

10. drbitas abertas e magnetorresistencia. Consideramos a magnetocondutividade (e seu inverso, a 
magnetorresistencia) de elbtrons livres no Problema 6.9 e a de elbtrons e buracos no Problema 8.5. 
Em alguns cristais, a magnetorresistencia tende 3 saturagao, a nao ser para orientagoes especiais do 
campo magnetico. Uma brbita aberta transporta corrente elbtrica apenas em uma diregao do piano 
normal ao campo magnbtico; estes portadores nao sao afetados pelo campo. No arranjo da Fig. 6.14, 
suponha que as orbitas abertas sejam paralelas a k T \ no espago real, a corrente associada a estas brbitas 
6 paralela ao eixo y. Seja <r m = s<r„ a condutividade das brbitas abertas; isto define a constante s. O 
tensor magnetocondutividade no limite de altos campos magnbticos <dj > 1 6 

/ Q ~ 2 ~Q~' 

cr« <?-* s 0 . 

V 0 0 1/ 

onde Q = <w, r. (a) Mostre que o campo Hall e E tJ = -EJsQ. (b) Mostre que a resistividade efetiva na 
diregao x e p = (<£> s /<7 0 )[s/(s + 1)] e, portanto, a resistividade nao satura, mas aumenta proporcional- 
mente a B 2 . 


*Este problema 6 relativamente dificil 
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U ‘ f Lt ^f aU \ ° VCt T de um cam P° ma gn^«co uniforme Bz e A = -By* no calibre 

de Landau. O hamiltomano de um elytron livre sem levar em conta o spin £ 

H = -(WmWaif + S 2 /(te 2 ) + (l/2»i)[-fAa/ftt - exjB/cf . 

Estamos interessados em uma autofungao da equa^ao de onda Hip = ^p da forma 

t = *(y) exp[i'(Av>: + !:_;)] . 

(a) Mostre que \(y) satisfaz a equa^ao 

{h~f2m)<r-x/<hj* + [e - - 1 »iw;( y - y 0 f] x = o , 

‘ V M r : '* ' MM - (h) M “ tr ' v ‘ c esl “ ‘ a ‘W 5 " d ' osciUWham*. 

mco de Irequencia u c e que os mveis de energia deste oscilador sao dados por 
f « - (>» + + fi 2 k?/2m . 
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Supercondutividade 


RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

O fenomeno da supercondutividade 

Destrui^ao da supercondutividade por campos 

magneticos 

O efeito Meissner 

Capacidade termica 

Banda proibida 

Conseqiiencias da existencia de uma banda 
proibida 

O efeito isotopico 

RESULTADOS TE6rICOS 

Termodin arnica da transicuo supercondutora 
A equayao de London 
Coinprimcnto de eoerencia 
A teoria BCS 

O estado fundamental na teoria BCS 
Quantiza^ao do fluxo magnetico em um anel 
supercondutor 

Dura^ao das correntes persistentes 
Supercondutores tipo II 
O estado de vortices 
Estimativas de H cl e H cl 
Tunelamento de uma partfcula isolada 
Tunelamento de Josephson 
Efeito Josephson continuo 


Efeito Josephson alternado 
Interferencia quantica macroscopica 

SUPERCONDUTORES DE ALTA 
TEMPERATURA 


PROBLEMAS 

1 . Penetracao do campo magnetico em uma 
placa supercondutora 

2. Campo critico de Rhnes finos 

3. Modelo de dois fluidos de um 
supercondutor 

4. Estrutura de um vortice 

5. Frofundidade de penetracao de London 

6. Efeito de difra^ao de uma junyao de 
Josephson 

7. Efeito Meissner em uma esfera 
REFERENC1A 

APfiNDICES RELEVANTES PARA A 
SUPERCONDUTIVIDADE 
H Pares de Cooper 
I Equacao de Ginzburg-Landau 
J Colisoes Eletron-Fonon 


NOTA^AO: Neste capitulo, B a represents o campo magnetico aplicado. No sistema CGS, o valor critico do campo 
aplicado sera representado pelo sinibolo H, . de acordo com o costume dos pesquisadores da area. Os valores de B x sao 
dados em gauss ein unidades do sistema CGS e em teslas em unidades do SI, com 1 T = 10* G. No SI, B x = fj^H c . 
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Figura 2 Efeito Meissner em nma esfera supercondutora resfriada na presen V a de um campo magnetic, consiante 
Vuando a temperatura cai abaixo da temperatura de transit*!. as iinhas de indu f ao sao expulsas da esl'era. 

de menos de 0,001 K, para o elemento Rh, ate 138 K para o composto ceramico Hg, K TI ( , 2 Ba,C 
ajCunO* *,. Alguns fermions pesados (veja o Capftulo 6) sao supercondutores (eles constitwem 
os chamados “supercondutores exdticos”). Outros materials se tomam supercondutores apnas 
quando sao submetidos a pressoes elevadas; o Si, por exemplo, tern uma forma supercondutora 
a 165 kbar, com T c = 8,3 K. A Tabela 1 mostra os elementos nos quais foi observada uma tran- 
si^ao supercondutora sem aplicagao de pressao. 

Sera que todos os elementos metalicos nao-magneticos se tomam supercondutores cm lempe- 
raturas suficientemente baixas? Ningudm sabe. Na busca de supercondutores com temperaturas 
de transi 9 ao proximo do zero absolute, <5 importante trabalhar com amostras extremamente 
puras, jl que certos elementos paramagn^ticos, mesmo em pequenas eoneontragoes, podem 
reduzir drasticamente a temperatura crftica. U ma parte de ferro em ] 0* pede destruir a super- 
condutiviclade do molibdenio, que quando puro apresenta 7) = 0,92 K: 1 atomo por cento de 
gadoiinio diminui a temperatura de transigao do luntanio de 5,6 K para 0,6 K. As impurezas 
nao-magueticas nao tern nma inlluencia significativa sobre a temperatura de transigao. A Tabela 

2 mostra as temperaturas de transigao de alguns composlos supercondutores. Varios compostos 
organ icos se tomam supercondutores em baixas temperaturas. 

Deatruigao da Supercondutividade por Campos Magneticos 

A supercondutividade 6 destruida por campos magneticos suficientemente intensos. O valor ciitico 
do campo magnetico necessario para destruir a supercondutividade e representado pelo sfmbolo 
H C {T) e depende da temperatura. Na temperatura critica, o campo crftico 6 zero: H,{T r ) = 0. A Fig. 

3 mostra a variagao do camp crftico com a temperatura para vinos elementos supercondutores. 

As curvas do campo crftico em fungao da temperatura separam o estado supercondutor. na 
parte inferior esquerda da figura, no estado normal, na parte superior direita. 

O Efeito Meissner 

Os cientistas alemaes Karl W. Meissner e R. Ochsenfeld descobriram em 1933 que se um 
supercondutor for resfriado na presenga de um camp magnetico ate uma temperatura menor 
do que a temperatura de transigao, as Iinhas de indugao serao expulsas da amostra na tempe- 
ratura de transigao (Fig. 2). A existencia do efeito Meissner assegura que B = 0 no interior de 
uma amostra supercondutora. 

Obtemos uma forma particularmente util deste resultado quando nos limitamos a amostras 
longas e estreitas, com o eixo maior paralelo a B a ; nesse caso, a contribuigao do campo de desmag- 
netizagao (veja o Capitulo 12) para o campo magnetico total pode ser desprezada e, portanto, 2 


*> diamagnetismo. a magnetizagao M e a susceptibilidade magnetica serao defmidos no Capitulo 1 ] . A susceptibilidade 
os supercondutores e mujto maior, em valor absoluto, do que as dos materials diamagneticos comuns. Na Eq. ( 1 ). M 
6 a magnetizatao produzida pelas correntes supercondutoras na superficie da amostra. 
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Figura 1 Resistencia em ohms de uma amostra de mercuric em fun ? ao da temperatura em kelvins. Este grafico de 
Kamerlingh Onnes esta associado a descoberta da supercondutividade. 


CAPITULO 10: SUPERCONDUTIVIDADE 


gr A resistividade eletrica de muitos metais e Iigas cai bruscamente para zero quando a amostra 
Pg^resfriada para uma temperatura suficientemente baixa, freqiientemente da mesma ordem que 
|E£- do h^lio liquido. Este fenomeno, conhecido como supercondutividade, foi observado pela 
i^primeira vez por Kamerlingh Onnes em Leiden, Holanda, em 1911, tres anos depois que o 
identista holandes conseguiu liquefazer o h£lio. Em uma certa temperature crftica T c , a amostra 
fe~«ofre uma transigao de fase de um estado de resistencia eletrica normal para urn estado super- 
f condutor (Fig. 1). 

. pj 0 je em dia, a supercondutividade e um fenomeno bem compreendido. Trata-se de um t 
| campo com muitos aspectos prfticos e teoricos. O tamanho deste capitulo e os apendices rele- ! 
| vantes refletem a riqueza e sutileza do tema. 

I 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

No estado supercondutor, a resistividade eletrica para corrente continua 6 zero ou tao prdxima 
| de zero que os cientistas j£ observaram correntes circularem sem atenuagao em an6is super- 
- condutores durante mais de um ano. 

| ; O decaimento de supercorrentes em um solenoide foi estudado pelos cientistas americanos 
I J. File e R.G. Mills, usando metodos de ressonancia magnStica nuclear para medir o campo 
l magn&ico associado h supercorrente. A condusao foi que o tempo de decaimento da super- 
y. corrente nao era menor do que 100.000 anos. Este tempo serf estimado mais adiante. Em 
'■ alguns materiais supercondutores, particularmente os que sao usados em fmas supercondutores, 
j tempos finitos de decaimento sao observados por causa de uma redistribuigao irreversivel do 
| fluxo magndtico no material. 

' As propriedades magneticas dos supercondutores sao tao incomuns quanto as propriedades 
etetricas. Estas propriedades magneticas nao podem ser explicadas pela hipdtese de que um 
f; supercondutor e um condutor normal cuja resistividade 6 zero. 

Observa-se experimentalmente que uma amostra supercondutora na presenga de um campo 
magndtico fraco se comporta como um material diamagndtico perfeito, com uma indugiio magn6- 
tica nula no interior. Quando uma amostra 6 submetida a um campo magndtico e em seguida 
«■ resfriada abaixo da temperatura da transigao supercondutora, o fluxo magndtico originalmente 
’ presente 6 expulso da amostra. Este fenomeno e conhecido como efeito Meissner. A Fig. 2 
mostra a seqiiencia de eventos. As propriedades magneticas peculiares dos supercondutores 
sSo importantes para a caracterizagao do estado supercondutor. 

O estado supercondutor e um estado ordenado dos el&rons de condugao de um metal. A 
r, ordem esrf na formagao de pares de el6trons fracamente acoplados. Os el^trons estao orde- 
| nados em temperatures abaixo da temperatura de transigao e desordenados em temperatures 
acima da temperatura de transigao. 

A natureza e origem da ordenagao foram explicadas por Bardeen, Cooper e SchriefTer. 1 
Neste capitulo, vamos discutir, em termos elementares, a fisica do estado supercondutor. Vamos 
tambem examinar a fisica dos materiais usados em imas supercondutores, mas nao a tecnologia 
associada. Os Apendices H e I apresentam um tratamento mais detalhado do estado super- 
condutor. 


O Fenomeno da Supercondutividade 

A supercondutividade e observada em muitos elementos metalicos e tambem em bgas, 
^ compostos intermetalicos e semicondutores dopados. A faixa de temperatures de transigao vai 

ft 'J. Bardeen, L.N. Cooper e J.R. SchriefTer, Phys. Rev. 106, 162 (1957); 108, 1175 (1957). 


I 
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4 6 8 U> 12 « 16 18 20 22 m 


Tcnipt'rr.fura (K) 

Figure 5b Campo erftico em fun<;ao <ia temperatura para alguns supercondutores tipo II. 


[ ip ° II com uma grande histere* magneto, em geral induzida por urn tatamento mtointo. 
na meldnf 0 ' mp ° rtante «*° « «»«**» de ressonlncia magneto, usados 

Capacidade Tdrmica 

Em todos os supercondutores. a entropia diminui consideravelmente quando o material € 
resfnado abaixo da temperatura critica T c . A Fig. 6 mostra os resultados para o alummio. A dife- 

. 6 e " trOFa ™ tr '° f ado normal e ° estado supercondutor mostra que o esfado super- 
condutor 6 mais ordenado do que o estado normal, ja que a entropia e uma medida da desorLn 
o sistema. Alguns ou todos os eletrons termicamente exeitados no estado normal estao orde- 
nados no estado supercondulor. A varia 9 ao de entropia 6 pequena; no alummio, e da ordem de 

ordem 5 m ^ ^ entr ° Pia mt * ni ^ U ™ ^ao ^ 

ordem de 0,01%) dos eletrons de condu 9 ao participa da transi 9 ao para o estado supercondutor. 

As energias l.vres dos estados normal e supercondutor sao comparadas na Fig. 7 

A Fig. 8 mostra a capacidade termica do galio em fun 9 ao da temperatura. Na Fig 8a sao 

comparadas as capacidades t^rmicas nos estados normal e supercondutor; a Fig. 8b mostra que 

a contribute eletromca para a capacidade termica no estado supercondutor varia exponen- 

cialmente com o mverso da temperatura, o que sugere a existence de uma bandaproibida A 
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Tabela 2 Temperaturas de transi ? ao de alguns compostos supercondutores 


r 

Composto 

T c (K) 

Composto 

T, i K) 

c 

r 

Nb,Sn 

Nb,Ge 

Nb,Al 

NbN 

c«, 

18.05 

23.2 

17.5 
16,0 

19.2 

V,Ca 

V 3 Si 

YBa 2 Cu 3 O fi9 

RbjCsCfi,, 

MgB 2 

16,5 

17,1 

90.0 
31,3 

39.0 


(CCS) B = B„ + 4 ttM = 0 ; OU M = _ JL . 

4 it ’ (1) 

(S') b = b. + MoM = 0; 0„ M,_X = _ £ ^ 

° B = 0 no interior de unu amostra supercondutora nao pode ser deduzido a 

partir dadefinig-ao de um supercondutor como um material cuja resistividade e zero. De acordo 
com a lei de Ohm, E = pj, se a resistividade p se anula enquanto j conserva um valor finite E 
deve se anular. De acordo com uma das equates de Maxwell, dB/dt 6 proporcional ao ro’ta- 
ciond de E e, portanto, o fato de a resistividade ser nula exige que dB/dt = 0, mas nao que 
B - 0. A existencia do efeito Meissner sugere que o diamagnetismo perfeito uma propriedade 
essencial do estado supercondutor. r 

Existe outra diferenga entre um supercondutor e um condutor perfeito, definido como um 
condutor no qual o livre caminho m£dio dos portadores 6 infinite. Analisando matematk.amente 
o problema, observa-se que ao ser submetido a um campo magnetieo, um condutor perfeito 
nao produz uma corrente de blindagem permanente; o campo penetra na amostra a taxa de 
cerca de 1 centfmetro por hora. 3 

A Fig. 4a niostra a cun-a de magnetiza ? ao esperada para um supercondutor nas condiews do 
expenmento de Meissner-Ochsenfeld. A curva se aplica quantitativamente a uma amostra na 
forma de um cilmdro Iongo submetido a um campo magn&ico longitudinal. Amostras puras de 
mmtos matenais exibem este tipo de comportamento; estes materials sao ebamados de super- 
condutores tipo I. Os valores de H c nos supercondutores tipo I sao tao pequenos que estes 
materials nao podem ser usados em imas supercondutores. 
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Figura 3 Campo crftico H, em funguu da 
temperahira para alguns elementos supcrcon- 
dutores. O material 6 supercondutor abaixo da 
curva e normal acima da curva. 


A 8 Pl Ppard, Dynamics of conduction electrons, Gordon and Breach. 1965. 
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/ Estado Xj 
supercondutori 

eC I 


Estado de 

^vortices Estado 
"" — j * normal 


Campo magnetieo aplicado B„ - 
(a) 


"cl "c 

Campo magnetieo aplicado B„ 

(fc) 


t Figura 4 (a) Magnetizagao em fungao do campo magnetieo aplicado para um supercondutor tipo 1. Acima do campo 
eftico H„ o material passa a ser um condutor normal e a magnetizagao 6 pequena demais para ser mostrada na escala 
da figura. Observe que a grandeza plotada no eixo vertical £ -AnM. (b) Magnetizagao em fungao do campo magn«5- 
tico aplicado para um supercondutor tipo II. O fiuxo comega a penetrar no material quando 6 atingido um campo H r , 
• menor do que o campo crftico termodinamico Ii r . O material se mantfm em um estado de vertices e conserva suas 
propriedades supercondutoras atei ser atingido um campo H* maior do que H r . Acima de H ri . o material se toma um 
condutor normal, exceto por possiveis efeitos de superficie. Para um dado valor de H,, a Srea sob a curva de magne- 
Mg/ tlzagSo 6 a mesma, quer o material seja um supercondutor tipo I ou um supercondutor tipo II. (As escalas da figura 
estSo em unidades do CGS.) 


Os materials cuja curva de magnetizagao se parece com a da Fig. 4b sao chamados de super- 
condutores tipo II. Na maioria dos casos, trata-se de ligas (como as da Fig. 5a) ou de metais 
de transigao com altos valores de resistividade eldtrica no estado normal, ou seja, materials em 
que o livre caminho m£dio dos portadores e pequeno. Vamos ver mais adiante por que existe 
uma relagao entre o livre caminho medio e a "magnetizagao” dos supercondutores. 

Cs supercondutores tipo II possuem propriedades supercondutoras ate um valor crftico do 
campo magnetieo representado pelo simbolo H ci . Entre o campo crftico inferior H rl e o campo 
crftico superior tf c2 , existe um fiuxo magnetieo no interior da amostra, ou seja, o efeito Meissner 
nao 6 completo. O valor de H cl pode sertnais de 100 vezes maior (Fig. 5b) do que o valor de H c 
calculado a partir da termodinamica da transigao. Na regiao entre H ci e H c2 , o supercondutor £ 
atravessado por linhas de fiuxo magnetieo e dizemos que se encontra no estado de vdrtices. 
Um campo H c2 de 410 kG (41 T) foi observado em uma liga de Nb, Al e Ge e um campo de 
540 kG (54 T) foi observado no composto PbMo 6 S K . 

Solendides comerciais com enrolamentos de supercondutores duros podem produzir campos 
magn^ticos constantes de mais de 100 kG. Um “supercondutor duro e um supercondutor 


-i l_L 25= 

400 800 | 


400 800 j 1200 1600 2000 2400 1 2800 3200 3600f 

Campo magnetieo aplicado B„ (G) 

Figura 5a Curvas de magnetizagao de ebumbo policristalino recozido e ligas de chumbo e indio a 4,2 K. (A) chumbo; 
(B) chumbo-2.08% Indio; (C) chumbo-S.23% indio; ( D ) chumbo-20,4% indio. (Fonte: Livingston.) 
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No caso de fotons com energia menor do que a largura da banda proibida, a transniiblnda 
esaparece no zero absolute. Em temperaturas muito menores do que a temperatura erftica a 
transmitancia no estado supercondutor apresenta uma queda abrupta em uma energia ig„ a i i, 
rgura da banda proibida. Para fdtons de energia menor do que este valor, a amostra e prati 

iZTd tra 7r nte - P f ra f6t ° nS ^ energ,a mai ° r d ° ^ eSte Valor > * transmitancia e 
.gual » do estado normal, J4 que estes fotons provocam transires para estados desocwpados 
a ase normal, situados acima da banda proibida. Com o aumento da temperatura, nao so a 
largura da banda proibida diminui, como a transmitancia dos fdtons com energia menor do 
a largura da temperatura se toma cada vez menor. 

No caso de uma corrente contfnua, os citrons supercondutores curto-circuitam os eletrons 
termicamente excitados para o estado normal, do modo que, mesmo a uma temperatura finita 
a resistencia de urn semicondutor com uma banda proibida permanece nula. No caso de uma 
corrente alternada, por^m, a mdrcia dos eletrons supercondutores impede que eles anulein 
totalmente o campo eldtnco no interior do material, de modo que os eletrons excitados podem 
absorver energia e a resistencia do material deixa de ser nula (veja o Problema 3). 

O Efeito Isotopico 

Foi observado ^rimen.almente que a temperatura critica dos supercundutores varia „„„ 

X: T,' ,oiT Cliri0 ' T * diminUi * 4 ' W5 K P"» <4* K quando a mm* atdmlea 
" . ..mneota de 199, o para 20 u.4 nmdades de massa atSmica. A temperatura critic;, varia 
contmtnmente quando misturamos isdtopos diferer.tes do mesmo element,,. Os result.-, dos 
expennieiita.s pod<>m ser expresses por urn- equate da forma 

A {‘"T. — constante. 

( 2 ; 

A Ta!:-el» 4 mostra cs vJores experiinentais de a para alguris elemeritos. 

A varia^o de 7 coma massa isotdpicn sugere que as vibragiies da rede cristalina e, porta.Ho 
as mtemcoes ^tmn-rede estf.o envolvkias no fendmeno da supercondutividade. Esta foi uma 

strand! r ,P °rVT e '^ Ste ne f Uma ° l!ira ^ *"* ^ ue a te "'Peratu.a da tnmsiguo 
supercondutora dependa do mlmero de neutrons presentes no nucleo atomico 

De acordo com o modelo PCS original, T r « « M -u* e, portanto, a = | nu Eq. (2) mas 

mclusao da mteragao eletrostatica entre os eletrons modifica esta relagao; nao existe „ada 

Snitumd 0 ' r "a A rt da de Um efeit ° iSOt6piC0 n ° Ru 6 n ° Zr ** «pK«* «» t«nn«. 

Ua estrutura das bandas eletromcas nesses elementos. 

RESULTABOS TE6RICOS 

O conhecimento tedrico dos fenomenos associados k supercondutividade foi conseguiclo de 

dire, a d, aplieagllo dos prig's l 
chnitaca. reSultadM podem ser descritos por equagiies lemur, enm 

Tabela 4 Efeito isotopico em supercondutores 

Va ’° res experimentais de a em M% = constante, onde M € a massa isotopica. 


Substantia 


0,45 ± 0,05 
0,32 ± 0,07 
0,47 ± 0,02 
0,50 ± 0,03 
0.49 ± 0,02 


0,00 ± 0,05 
0,15 ± 0,05 
0,33 

0,08 ± 0,02 
0,00 ± 0.05 


Supercondutor 


- Fuse supercondutora 

' Fase normal 
(coexistindo em 
equilibrio) 


Sp Figiira 1 1 (a) Em um supercondutor no qua) o efeito Meissner 6 total, B = 0, como se a magnutizagao fosse M - - BJ\tt , 
em unidades do CCS. (b) Para um valor do campo aplicado fgual »B..o estado normal pode coexist* em equillbrio 
Bret. com o estado supercondutor. Nestas condigoes, as densidades de energia livre s-o iguais: F N (7,B„) = 

ldgicas, como as equagoss de London e as equagf.es de Landau-Ginzburg (Apendice I). Uma 
teoria quSntica da supercondutividade foi proposti’ por Bardeen, Cooper e Schrieffer e ten. 
ser/ido de base para trabalhos mais lecentes. Josephson e Anderson descobriram a importancia 
jg.- da fase da iunqao de onda dos eldtrons no estado supercondutor. 

p’ Tennodinamica dsi Transicao Supercondutora 

^ Da mesma forma que a tran.sigao da fase lfquida para a fase gasosa 6 lermodinamicainente 
reversfvel, a transi^ao da fase supercondutora para a fase normal tambdm d reversfvel. Assim, 
S podemos aplicar as leis da termodinamica i transigao supercondutora e assim obter uma 
||, expressao para a diferen<;a de entropia entre os estados normal e supercondutor em termos da 
Ip curva do campo critico em fun^ao da temperatura. Esta curva 6 analoga a curva de pressSo de 
pj vapor em fun§ao da temperatura que separa os estados liquido e gasoso de uma substancia. 

3|i Considere um supercondutor tipo I com um efeito Meissner completo, de modo que 
W B = 0 no interior do material. Vamos ver que o campo critico H c 6 uma medida quantitativa 
^ da diferenga de energia entre os estados normal e supercondutor a uma mesma temperatura. 
E O simbolo H c serd sempre usado para amostras espessas, jamais para filmes finos. No caso de 
8 supercondutores tipo II, H c 6 definido como o campo critico termodinamico relacionado k 
energia li\ae de estabilizagao. 

W A energia livre de estabilizagao do estado supercondutor em relagao ao estado normal pode 
ser determinada por medidas calorim^tricas ou magneticas. No rn&odo calorim^trico, a capa- 
cidade t^rmica e medida em fungao da temperatura para o supercondutor e para o condutor 
I; normal, ou seja, para o supercondutor na presenga de um campo magncStico maior do que H c . 

A partir da diferenga das capacidades termicas 6 possfvel calcular a diferenga de energia livre, 
>0-. que 6 a energia livre de estabilizagao do estado supercondutor. 

No m<5todo magnetico, a energia livre de estabilizagao e obtida a partir do valor do campo 
t magnetico aplicado que destroi o estado supercondutor. O raciocinio e o seguinte: considere o 
| trabalho realizado (Fig. 1 1 ) sobre uma amostra de um semicondutor quando ela € Ievada rever- 
| sivelmente, a. temperatura constante, de uma posigao no infinito (onde a forga aplicada 6 zero) 
s: para uma posigao r no campo de um ima permanente: 
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l ' 5 ~ Cdiio 

o B a = 200 c; 
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1.0 - 

^ .■ 
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Banda Proikida 

t* ? da I>anda ** * ** * 

a rede cristaJi.na fveia o Canftulo 7) Nn ^ cai,sa da pela intera^ao entre os electrons <> 

da rede cristalina 6 a ^n^era^c^d^tron * * n * en ^®° res P on sa v el pela existf'iicia 

O argumento do ° S J e,6tr0nS "° e «° «**"*»■ 

e nao -F A T r C f f ^ , capacidade tdrmica de um supercondutor £ ~F J2k T 

baada proibida, £ Zpa7rTme<hT7 t COm ^mlna^es da lar^.n, da 


E ^ff Ew«b,~ 
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